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Inercialis navigaciés rendszerek II.
A Replléstudomanyi Kézlemények 2008/2 szamaban megjelent Inercidlis navigacidos rendszerek I.
folytatasaként a cikkben a gyorsulasmérék alapegyenleteit vizsgadlom meg a forgd és nem forgd

koordinata rendszerben, valamint a Schuler-ingat.

1. A gyorsulasmérok egyenletei. A Schuler-inga.
1.1 Az ideédlis gyorsulasmérék egyenletei a nem forgé koordinata rendszerben

Az a(t) vektor abszolit gyorsuldasa egyenlé az R(t) radiusz vektor masodik derivaltjaval az id6
szerint! az inercidlis rendszerhez képest

a(t) = a*R(r)
dt* (1 sz. egyenlet)

X, Vi I X,V Z

Ha valamely el6re kivalasztott inercidlis koordindta rendszer egységvektorai “i-*ir<i az

forgd koordinata rendszer egységvektoraira kollinedrisak, akkor

R, (t) =R,(t)
R, (t) = R,(t)
R, (t) = R_(t)

nem

Az el6z6b6l kbvetkezik

a(t) = g2 Elr} EER(E)
gt dt* (2 sz. egyenlet)

a® - az R(t) masodik derivaltja az *+ ¥ Z koordinata rendszerhez képest
Vildgos, hogy az (2) egyenletnek van értelme az Xi:YirZi és OXYZ koordinata rendszerek tengelyeinek
barmilyen elhelyezkedese esetén, mivel az (2) értelme abbdl kdvetkezik, hogy az *+¥'Z koordinata

rendszer @ [tj sz0gsebessége egyenl6 nullaval.
Igy az axelerométerek mozgasegyenlete megegyezik alakilag az inercidlis koordinata rendszerben felirt
egyenletrendszerrel a nem forgd koordinata rendszerben.

w(t) = R(t) — g(t) (1 sz. egyenlet)
vagy koordinatas alakban

w ()—dg—(tj—gx()

wy (1) = — g, (t)

ﬂ't"

w, (£) = ‘”‘—m 0.()

(4 sz. egyenlet)

x, v,z

Tehat, ha az axelerométerek valamilyen berendezés segitségével az nem forgé koordinata

rendszer tengelyei mentén lennének elhelyezve, akkor az 6 jelzéseik [tj [tj és w; (2) a (4)
egyenlettel lenne egyenl6 (vagy masképpen a (4) egyenletrendszer megadJa az axelerométerek
jelzéseit abban az esetben, ha azok tengelyeit a nem forgd koordindta rendszer tengelyei szerint
allitjuk be).

Az axelerométerek stabilitisa az *:¥: <

nem forgd koordindta rendszer tengelyei mentén elérhetd,



példaul ugy, hogy elhelyezziik 6ket egy alapra, a térben teleszkdépok segitségével stabilizédlva, amelyek
a csillagokra vannak orientalva vagy szabad giroszképok (porgettylik) segitségével. Vildgos, hogy az

objektum R(t) radiusz-vektoranak, vagyis az 6 harom vetiletének, R:r.-(tj =R, (t], R:r.- (1) = R}'(tj,

RE.'(J'L]:RE&] teljes egészében megoldja a navigacidos feladatot az objektum koordinatainak
meghatdrozasat a Foldhoz képest. (Kés6ébb majd bemutatjuk, hogyan lehet a radiusz-vektortdl

R(t) = LRr[ﬂ +1R>'[t) + kRs[t) attérni az objektum féldrajzi koordinatdihoz: a szélességéhez és a
hosszlUsagahoz, valamint a tobbi koordinatahoz).

Az R(t) illetve annak tengely vetiileteit meghatdrozva megkapjuk a reptlégép tartézkodasi helyének

koordinatait. Az R(t) meghatarozhaté az axelerométerek w(t) jelzése alapjan (amely az
axelerométerektdl jon, nem forgd alapon van elhelyezve) két moédszer szerint lehet végrehajtani.

Az els6 megoldasnal abbdl indulnak ki, hogy valamilyen miszerek segitségével, amelyek a mozgd
objektum fedélzetén vannak elhelyezve, az axelerométereken kivil a fedélzeten ellen6rzé mliszerek

segitségével meghatarozhatd g(t) vektor. Igy példaul a g(t) vektor a replil6gép fedélzetén
megallapithatd, az irdnya valamilyen miiszer szerinti fliggdleges segl'tségéveIA értéke szerint pedig ezt
a vektort a foldkozeli repiiléseknél dllandénak vehetjik és egyenls 2©1 m/s®,

A Foldtél nagyobb tavolsdgban a g(t) vektor értékét tekintve a magassagmérd segitségével

=*
g R®, ahol # - a Fold tdémegvonzasanak allanddja.

R(£) = iR (1) + jR, () + kR, (D)

szamithatjuk ki az ismert formula alapjan
Ebben az esetben a replilégép radiusz-vektora és a repllégép
fedélzetén a gravitacios mez0 intenzivitdsa esetében g(t) = L () +jg}'[tj + kgz[t] és az ismert

kezdeti feltételekbdl R(tl}] és R (tl}j megkaphatjuk, ha az (4) egyenletbdl kiindulunk, tehat:

R,(1) = f f [0, (2) — g, (0)] dedz, + R, (t) (£ — to) + R, (t)

tp tp

R (‘-L] _.r Jr ['51 (z) — g, (T]] deH"'R (‘—Luj(t tl}]'l'R (tuj

R, (1) = f f (D — g, (D drdr, + R, (6) (¢ — t) + R, (2)

to tp (5 sz. egyenlet)

Az inercidlis navigaciés rendszerek amelyben a mozgé objektum koordinatai (az R(t) radiusz vektora),
az axelerométerek mutatasa alapjan lehet meghatarozni, amely stabilizalt alapon van elhelyezve mas

ismert mlszerektdl, kivéve az axelerométereket, a gravitaciés mezd intenzivitasanak g(t) vektoraval,
nyitott navigaciés rendszernek nevezzik.
Attériink a masodik mdédszer targyalasara.

Megallapithaté-e az R(t) radiusz vektor a mozgd objektum axelerométereinek mutatdsa alapjan,
amelyek a nem mozgd alapon vannak elhelyezve, ha az objektum tartdozkodasi pontjaban a gravitaciés

mez06 g(t) intenzitdsardl nincs semmilyen informacionk.
Valoban ha feltételezziik, hogy a repilégép a centralis (k6zponti) gravitacids mezében mozog, akkor a

g(t) vektort az E(ﬂ—n keresztll kaphatjuk meg.
§(t) = —2R(t)

Ebben az esetben az axelerométerek egyenlete, amely nem forgd alapon van elhelyezve a kbévetkezo
képpen irhato fel:

(6 sz. egyenlet)

drR( r}
w(t) = a(t) —g(t) = R (7 sz. egyenlet)

Az (7) egyenletbdl amely vektoridlis alakban van felirva kapjuk, hogy a keresett objektum R(t) radiusz
vektora a kovetkezd integralis alak formajaban irhato fel:

R(t) =R(ty) + R(t)(t —ty) + frn LD: ['I?[T] _EE[T)] drdr, (8 sz. egyenlet)

Az (8) egyenlet koordinatas alakban a kovetkez6:



R0 =Rt + R~ 1) + | [ [0~ LR (0] dear,

tp tp

R, (1) = Ry(to) + R, (t) (e — £) + [ [ [W}_ (1) - 2R, (Tj] drdr,

R0 = Rt + 2.~ + [ [ [0 LR, (0] dra,

tp Tp (9 sz. egyenlet)

Az R(t) meghatérozésérg a (9) egyenletbdl a kdvetkez6 hatasvazlat rajzolhaté fel (1. abra), ahol
R[!l:rlz}',.a':l = R:rl:_:;,z:l (tl}j + R:rl:}',.z} (tl}j (t - l:-II!J

Rﬂx[;;z_ﬂ
1 1 %} Ri)T
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1. dbra. Hatasvazlat az R(t) meghatarozasara

Ez a hatasvazlat harom csatornaval rendelkezik, amely az R(t) radiusz vektor minden egyes
vetiletének a kiszamitdsara megfelel. Ha csak a foldkdzeli navigacidt vizsgaljuk, amikor az objektum
H

Rr radiuszahoz (sugarahoz) képest annyira kicsi, hogy a &F érték valtozasa

gF
nem haladja meg az 1-3%-ot, akkor az 1. dbra visszacsatolasi allanddja (tényezéje), amely egyenlé &F,

replilési magassaga a Fold

ahol #F - a gravitdciés mezd intenzivitdsa a Fold kdzelében.

Figyelembe véve, hogy a

g K ) _ger, 3

R R (R.+H)EF R} Rl R, R,

3H

— <1+ 30 - g
akkor kapjuk, hogy ha a &r vagy H < 21+ 63km akkor a R érték nem valtozik tobb mint 1-
3%-kal.

Ebben az esetben az objektum R(t) radiusz vektoranak a kiszamitasa, csak az axelerométerek w(t)

mutatdsa (jelzése) alapjan torténik, amelyek a nem forgé alapon vannak elhelyezve, mas miszerek

mutatasanak bevonasa nélkil a szamitd egység segitségével, amelynek a hatasvazlata az 1. abran
SE — Const

ldthaté allandé visszacsatoldsi tényezdje esetén, amely egyenld &F

Ez a szamité egység harom csatornaval rendelke2|k amelyek koézul mlndegylk egy leng6 tag amely a

stabilitds hataran van.

A lengések kdrfrekvencidja:

Ezen lengések periddus ideje:



—
i
I'=2x |— = 84,4 perc

...ql gr

amelyet Schuler-periédusnak szokas nevezni.

Az inercidlis navigacidos rendszerek, amelyekben a mozgd objektum koordinatai (az R(t) radiusz
vektora) csak az axelerométerek mutatdsa alapjan lehet meghatarozni, amely stabilizalt alapon van

elhelyezve, ekkor a gravitaciés mezd g(t) vektoranak intenzivitdsa kompenzaldédik az objektum
koordinatainak a kiszamitott axelerométerek mutatdsanak segitségével.

A

30 = —2ERE©

zart inercialis navigacios rendszernek nevezzik.

Tehat a kovetkez6 eredményt kaptuk:

A zart inercidlis navigaciés rendszerben az objektum pillanatnyi koordinatdinak meghatarozasa az
axelerométerek jelei alapjan torténik, amelyek stabilizalt alapon vannak elhelyezve az inercidlis térhez

képest, a leng6 tagok bemenetére, amelyek sajat lengéseinek periddusa Ng,

Ekkor ezen tagok kimenetén a jelek a mozgd objektum R(t) radiusz vektoranak vetlleteivel lesznek

egyenléek R (), R}_(t],RE(t]_ Ez az utébbi allitas a Schuler-tétel elnevezést viseli.
Megjegyzés:
Az inercialis navigacids rendszer mint a nyitott, igy a zart tipusa harom alapvetd elemet tartalmaz:

* axelerométer egységet;

* koordinata rendszert realizald berendezést a repllégép fedélzetén (ebben az esetben nem forgd
koordindtarendszert);

e szamité egységet.

A zart inercidlis koordindta rendszer szamité egysége egy dinamikai rendszert mutat be (leng6 tag),
amely a stabilitds hataran helyezkedik el. Ez nem a szamité egység technikai megvaldsitdsaval van
kapcsolatban, hanem a zart inercidlis rendszer munkajanak létezésével. Ez az axelerométer alapveté
egyenletébdl kdovetkezik. Kés6bb majd lesz rdla sz6, hogy ez a helyzet a realis inercidlis navigaciés
rendszerek munkajanak minéségére nincs nagy hatassal.

Véglul megemlitjuk, hogy mint a nyitott, Ugy a zart inercidlis navigacidos rendszerek esetében az
axelerométerek, nem feltétlentil szliikséges, hogy stabilizdlt alapon legyenek elhelyezve. Barmilyen
alapon el lehet 6ket helyezni, amelyek az objektumon vannak, barmilyen térbeli mozgast feltételezve,
tehat akar az objektumon is elhelyezheto6k.

Ekkor a mutatdsok (jelzések) vektorai?, barmilyen elhelyezési médszer alapjan egyenléek lesznek és

w=a—g
De ebben az esetben szikség van egy berendezésre, amely az axelerométerek mutatadsa W(t]
alapjan, ha az objektum fedélzetén a nem mozgd koordinata rendszer megvaldsitdsaval kiszamolnank

a W(t) yvektor Wx (£, w, (2), w.(2) vetilleteit ezen koordinatarendszer X: ¥ €5 Z tengelyeire.

A tovabbi vizsgalddasaink soran, nem fogjuk mindig megbeszélni ezt a helyzetet és figyelembe kell

venni, ho kifejezés: " : 5 oLy, z
, gy a kifejezés: "az axelerométerek, amelyek az alapon vannak elhelyezve és az b

koordinata rendszerhez képest stabilizdlva vannak" nem sz6 szerint kell értelmezni, hanem azon
értelmezés alapjan, hogy az axelerométerek az alaptdl kilon is elhelyezhet6k. Els6sorban a szamité

egység segitségével hatdrozzuk meg a w(t) vektor Wz [t],w}_(t], Wﬂ(t] vetileteit.

1.2 A Schuler-inga

A zart inercidlis navigacids rendszerek hibaja az alap pontatlan stabilizalasabdl ered. Ez arra vezethetd
vissza, hogy a fliggbleges iranyt megadd inga nem a valdédi, hanem a latszélagos fliggéleges irdnyaba
all be. Szilkségessé valt olyan inga alkalmazasa, amelyet az alapra hatd gyorsuldsok nem zavarnak Ezt
elész6r Max Schuler 1923-ban fogalmazta meg.

Az ilyen inga egyensulyi helyzetbe bedllitva, attél akkor sem tér el, ha a felfiggesztési pontra

gyorsuldsok hatnak, igy ez az inga mindig a valddi fiiggSleges irdnyt adja meg. A 2. dbran az & - az

inga elforduldasa a tengely felfiggesztése koril. Az egyszerlsitések feltételezése végett:

 a felfliggesztési pont %x gyorsuldssal mozog a nagy kér mentén;



o a foldet gomb alakinak fogjuk fel, és a vonzasmezejét kozpontinak (centrikusnak) vagyis a 4 a
Fold k6zéppontja felé mutat;

o feltételezzlk, hogy a Féld nem forog;

e azinga lengésisikja egybeesik a mozgas sikjaval.

2. abra

Az inga mozgasat leird differencial egyenlet:

d:'.

J— =mla

dt (10 sz. egyenlet)
ahol:
m - az inga témege
L - a felfliggesztés tengelye és az inga tomegkdzéppontjanak tavolsaga
2

- a"l

de? “-azinga elforduldasanak széggyorsulasa
I - az inga inerciadlis nyomatéka a felfliggesztési tengelyhez képest

Az inga elforduldsanak széggyorsulasa:

N I (11 sz. egyenlet)

A felfiggesztési pont mozgasa soran a pontot a fold kézéppontjaval 6sszekoté fuggbleges irany
szbggyorsulasa

a

2 Rp (12 sz. egyenlet)

hanyadossal hatarozhatd meg, ha a replilési magassagot a Fold sugarahoz képest elhanyagoljuk
(RF +h® RF]_

Ahhoz, hogy a gyorsulé mozgasok esetén a felfliggesztés tengelye mindig megegyezzen a fliggdleges
irannyal, az inga elforduldsanak szdéggyorsuldasa meg kell hogy egyezzen a fliggdleges elfordulasanak

széggyorsuldsaval ¥z = ¥2

Ebben az esetben

mia = i § 1: — 1
I Br ] RF (13 sz. egyenlet)

A (13) egyenlet fliggetlen a felfiggesztési pontra hatd gyorsulastél. A fizikai inga lengési ideje:



T =2m |——
N™IF" (14 sz. egyenlet)

J
R, =L
Mivel a (13) egyenletbl ~ ¥ mi ezért
— —
T=2m [£=2-314. |2~ 844 perc
“ &F N (15 sz. egyenlet)

Ha l=Rg akkor az inga lengési periddusideje 84,4 perc.

Az inga helyzetét a felfliggesztésre hatd gyorsuldasok az inga helyzetét nem fogjak befolydsolni. Ez a
Schuler-inga. Gyakorlatilag ilyent létrehozni nem lehet (ezért modszereket dolgoztak ki példaul:
porgettylis berendezések segitségével lehet 6ket modellezni).

2. Az axelerométerek alapegyenletei a forg6é koordinata rendszerben
. . LL . o in .
Valamilyen *+¥:Z koordindta rendszer forogjon @ szdgsebesseggel az inercialis térben. Mint

ismeretes, barmely vektor A(t) abszolut derivaltja, ugyanezen vektor végeének abszolut sebességével

24t}
=)
reprezentalhatd. Ez a sebesség all a relativ sebességbdl dt és az atvitt sebességbdl W X ,-:1[::)

dAlt)

Kovetkezésképpen az A(t) vektor abszolut derivaltja, amelyet a tovabbiakban dt -vel jeldlink,
felirhatjuk a kovetkez6 alakban:

da( da( —( -
D = 28 4 50 % A(r)
di dt (16 sz. egyenlet)
d AlE) _
ahol: ar -az A(t) derivaltja az ** ¥+ Z koordindta rendszerhez képest

dR(t)
Ebben az esetben a dt abszollt derivaltjara az R(t) radiusz vektorbdl kapjuk:

=1 imr —f —
d Rt} — dR(e) _I_ CL?"D} < R(tj
dt dt (17 sz. egyenlet)

di
Még egyszer felhaszndlva a (15) egyenletet a dt vektorhoz, kapjuk:

d’R(t) _d [dR(r) d [dR(8)] | _p _ dR(2)
—_— = ——|4+aWx—=
dt dt | dt | dt | dt dt

_d [dR®) |, (@) ] (0 [df () , —(0) ]
=—- ® R(t -t x R(t
dt [ T ( j T ( j (18 sz. egyenlet)

A (18) egyenletet elementaris atalakitdsok utdn a kdvetkezd alakban irhaté fel

d*F _ d°Fit) ro) d8( r}
= —_— o
de? dt®

||}:| ||]|::|
o TEXR+ % [m % )(19 sz. egyenlet)

de dr dt - pillanatnyi forgd gyorsuldsvektor az *¥Z koordinata



rendszerhez képest.

-

d

A (19) egyenletben a dt differencidldsi szimbdlum a viszonylagos *¥Z koordindta rendszer derivaltjat

jelenti.
A (19) egyenletet Coriolis elvnek hivjak. Az egyenlet jobb oldaldn minden vektor derivaltjat az *¥=
viszonylagos koordinata rendszerhez képest vizsgaljuk.

A (19) egyenlet alapjan megkapjuk az axelerométer alapegyenletét a viszonylagos koordinata

AL ,
rendszerben, amely az inercidlis térben @~ sz6gsebességgel forog.

i
w() = () —5(0) = S5 +2R(0) =

:—+2 _.ﬁ}xdfr}

dt®

—ia) —ia) g_
+EXR(t) +@ x [ X R(tj:l RR (20 sz. egyenlet)

A (20) egyenletben Ggy, mint a (19) egyenletben, minden derivaltat az **¥:Z viszonylagos koordinata
rendszerhez képest vizsgadljuk, ezért az axelerométerek egyenletét (20) az axelerométerek
egyenletének nevezik a viszonylagos (forgd) koordlnata rendszerben.

d i
Megjegyezzik, hogy az elméleti mechanikaban a at® tagot viszonylagos gyorsulasvektornak, a
—i di . .
ZCL?I‘D:I W 7] —(0) — o) in]
dt tagot a Coriolis gyorsuldsvektornak és az 2(t) X R(t) + @™ % [-:u (£) % E(t]:l tagot

atvitt gyorsulasvektornak hivjak.
A tovabbiakban attérliink az axelerométerek egyenleteire a konkrét koordinata rendszerekben.

3. A gyorsulasmérok egyenletei a vizszintes foldrajzi koordinata rendszerben
Tételezzlk fel az egyszerliség kedvéért, hogy a repilégép mozgasa kozel allandé magassagon

torténik, vagyis |R()| ~ Cﬂﬂst-, amelyen egy vizszintes foldrajzi alap és axelerométer van elhelyezve.

xyz

Ebben az esetben figyelembe véve, hogy az R(t) mindig megegyezik az vizszintes foldrajzi

koordinata rendszer z tengelyével. Ekkor az R(t) derivaltja a kivalasztott koordinata rendszerben

A (20) egyenletbdl akkor kévetkezik:

= _ w4 50 P BY+4p
WwW=EXR+do 3’{[‘1’ KE)"'RR&](usz.egyenlet)

A 4. 4brabol3 megkaphatjuk, hogy az az xyz forgd vizszintes féldrajzi koordinata rendszer pillanatnyi
sebességének vetlilete egyenl6:

w_ % _ Ve
Y TR TR

m_ _ % _ Wy
m i T e e T —e——
& R R (22 sz. egyenlet)
: |8 I
(o _ ¥ ; —_E
t, = ————zsing =—
= Rcosg & 8¢
ahol
Ve - a replil6gép abszolut sebessége, amely a keleti irdAnyba mutat;
W -a repllégép abszolit sebessége, amely az északi irdnyba mutat;
© - a repll6gép tartézkodasi helyének szélessége.
Ve = Vegy + Rwpcosg
ahol

Ve - a keleti Utsebesség;



Rwgcosg@ _ a Fold (periférids) kertileti sebessége.
_ ap'®

g =
Mivel dt , akkor a (22) egyenletbdl kévetkezik:

=% £ = n E.= w
x R'¥Y gR'TE % (23 sz. egyenlet)

. ) oy . F oy “
Behelyettesitve az @™ vektor értékét a (22) és az ¥ vektor értékét a (23) egyenletekbdl a (21)
egyenletbe és végrehajtva a vektoridlis szorzasokat, kapjuk:

. A
w, =Vy +aw Vg =Ty +Et§¢’
W, = —V +w Vy =V, -I-%tgcp
— |;I_r= _ ¢
w,=g——=

R g (24 sz. egyenlet)

Az axelerométerek ezen mutatdsainak akkor lesz értelmiik, ha az alap **¥ ©5 Z tengelyei mentén

lesznek elhelyezve, pontosan orientdlva a vizszintes foldrajzi koordindta rendszer *¥Z tengelyei

mentén valamilyen eszkoézokkel. A Waer Wy és Wz értékek (24), mint lathaté megkaphat]uk mas modon

is. Legyen az axelerométerek harmasa az objektum barmilyen aIapJan elhelyezve és tetszblegesen

forogjon az inerciadlis térhez képest. Ha a vektor mutatasat w=a—g levetitjlik a vizszintes foldrajzi
koordinata rendszer tengelyeire, akkor a vetlletek értékei egyenloek a (24) egyenletben leirtakkal.

4. A vizszintesen azimutalisan szabad alapra rogzitett axelerométerek egyenletei
Az adott esetben a 4. dbrabdl kapjuk:

- V. - vv -
w;ED:I =-—-1, }"-D} = —“,ﬂr.P.c.lED} =
R R (25 sz. egyenlet)
v, ¥y
_ 'y — ¥x _
g, = e, =22 =0
x R¥ RTE (26 sz. egyenlet)

Ha feltételezzik |R(£)| ~ E‘anst., akkor H =0 45 a7 (25), (26) egyenleteket behelyettesitve az (21)

egyenletbe (‘r'jT #0 esetén a (20) egyenletbe), kapjuk:
. . Ve ;
=V W, = V_: w_ = _— =
w0 yiWe =87 =4 (27 sz. egyenlet)
. . . W W, W
Nem nehéz megérteni, hogy ebben az esetben is (% z) értékeket megkaphatjuk a mozgd

objektum fedélzetén az axelerométer harmas mutatdsanak w=a-—g levetitésével a vizszintesen
azimutalisan szabad koordinata rendszer tengelyeire.

xyz

Abban az esetben, ha az axelerométerek az vizszintesen azimutélisan szabad koordindta rendszer

tengelyei stabilizaltak és az 6 tengelyeinek érzékenysége egybeesik az ¥ &% Z tengelyekkel, akkor az
axelerométerek mutatdsa a (27) egyenlettel lesz egyenld.

Megjegyezziik, hogy a gyakorlatban a fedélzeten az axelerométerek Wer Wi Wz Vetiileteinek
mutatdsanak mérése barmilyen *¥Z koordinata rendszerben, altaldban ezeket az axelerométereket az
alapon helyezik el, amelyet a kivalasztott koordindta rendszer tengelyi mentén iranyitanak. Az
axelerométer harmas mutatasanak levetitési moédszere, akarhogyan is van elhelyezve az objektumon,
az adott koordinata rendszer tengelyei mentén ritkan alkalmazzak.
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