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Békési Bérl6id mk. f6hadnagy
féiskolai oktato
Repilé szakag tanszék

A REPULOGEP HOSSZIRANYU MOZGASANAK
MATEMATIKAI MODELLJE

Bevezetés

A repllégép mozgésat két mozgds formajaban képzelhetjuk el: a
tdmegkdzéppont adott palyan torténd és a repil6gép, mint szilard test e
kdzéppont  korili mozgasa . Ezen  mozgdsok hat  szabadsagfokkal
rendelkeznek.

A tbmegkozéppont helyzetét egy adott koordinatarendszerhez
viszonyitva, linedris koordinatdk hatarozzdk meg: a H repllési magassag. X
megtett Gt, Z oldaleltérés. A  linearis  koordinatdk  mellett  még
szogkoordinatak is jellemzik a repil6gép helyzetét. Ezen kivil meg
figyelembe kell venni a repiilés azon paramétereit is. amelyek a repll6gép
mozgasat a levegbhoz viszonyitva jellemzik: V sebesség, a allasszog. O
csUszasszdg.

A kormanyzott repiilés végrehajtasa céljabdl valtoztatni kell a
repllégépre hatdé F er6ket és M nyomatékokat. A feladat végrehajtasa
céljabdl a mozgés pillanatnyi paramétereit Aallanddan 6sszehasonlitjdk a
szilkséges paraméterekkel, majd az @sszehasonlitdas eredményeként vezérlg
jeleket alakitanak ki. A repll6gép bonyolult mozgasat egy sor egyszer(i
mozgasra bontjak és igy tanulmanyozzdk valamennyit. A légi jarmivek
repulésdinamikajanak vizsgalatat derékszogl és polar koordinatarendszerek
segitségével végzik cl.

1. A repllégép térbeli mozgasanak egyenletei

A repllégép  egyenleteinek  meghatarozdsara a  kovetkezd
koordinatarendszereket hasznaljak fel:

a. ) Foldi koordinatarendszer.

b. ) Foldi koordinatarendszer a repil6gép tomegkdzéppontd origéval.
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c. ) A replil6géppel dsszekapcsolt koordinatarendszer.

d. ) Sebességi koordinatarendszer.

A replil6gép térbeli mozgasat tanulmanyozva a foldi
koordinatarendszerhez viszonyitva az id6 fliggvényében . a kinematikai
torvényszerliségeket is figyelembe véve két derékszdgl koordinatarendszert
hasznalnak: O X9Y0Z, foldi és O X, YxZ, repll6géppel &sr ekapcsolt

koordinatakat

l.abra
Koordinatarendszerek

A repiilégép tomegkdzéppontjat az O X,,YtZt koordinatarendszerben
harom lineédris koordindta: L megtett Gt Z oldaleltérés, h repilési
magassag,és a repulégéppel dsszekapcsolt O X, Y&Z, koordinataknak, a foldi
koordinata rendszerhez viszonyitott szogkoordinaidk: & irany. 6 bolintasi és
7 bedodntési szdge hatarozzék meg. A repilés folyaméan fontos paraméter az
a dllassz6g és a $ cslszasszog

Kinematikai 0sszefliggés. amely osszekapcsolja a d bolinti: ! or allas

és 9 palyaszogeket:

6=6 +or o)
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A icpll6gép foldi koordinatarendszerhez viszonyitott mozgasanak
teljes elemzéséhez a kinematikai egyenletei, nem elegenddek, sziikséges még
ismerni a repulégépre hato er6k és nyomatékok megoszlasat. Ezek c
replil6gép  stabilitaisdt  és  kormanyozhatdsagat hatdrozzak ~ meg.
{1.3.,4.,5.,6..7.,8.,10.,12.,14.]

A dinamika a rendszerek mozgasa kozotti kapcsolatot a rajuk hatd
er6k és nyomatékok figyelembevételével vizsgalja, a repul6gép térbeli
mozgéasat leir6 matematikai modell létrehozasat teszi lehetGve.

A merev repllégép térbeli mozgasegyenleteit megkaphatjuk az
impulzus megmaradas (2) és a perdild - tétel (3) tdrvényeibdl.

€
&)

ahol m- a repul6gép témege
V - tdmegkOzéppont mozgési sebessége
JV - a repil6gépre hatd erék ereddje

er=fo - a replilégép perdild tételének nyomateka

|- a tehetetlenségi tenzor
£A/ - a kilsé erék ered6 nyomatéka

A repul6gép térbeli mozgasat hat dinamikai egyenlet irja le. A
replil6gép mozgasegyenleteit felirjuk a test koordinatarendszerben (OXYZ).
Ezeket komponens egyenleteknek nevezzik:

» (K X)) e,
«(y, +».*'m. k) =a,
Y, + K -v,K) -/

ahol FxFFF. -a kils6 er6k vektoranak vetiilde a test koordinatarendszer
tengelyeire.

A forgd mozgés egyenletei (OXYZ) rogzitett koordinatarendszer tengelyei
koral:
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A«* +0, “ A/

6bol M, A7A4 - a kilsé er6k nyomatékanak komponens Osszetevéi.
Ezeket az egyenletrendszereket két kilénb6z6 mozgasra lehet

szétbontani:
1. Hossziranyl mozgasra - XX és Y mentén mozog és az O Z, tengely

kordli forgasra.
2. Oldaliran>0 mozgasra - Z, menten mozog és az X, és > koruli

forgésra.
2. A replilégép hossziranylG mozgas egyenletei

Az oldaliranyd mozgas hatasa a hossziranyd mozgasra elhanyagolhato

K «r)"o
Ha attétlink a sebességi koordinatarendszerre akkor V, =K . K, =0 és

akkor kapjuk
mvVy =£T )

A mozgasegyenletek
ml' =/>cosa -A". -mgsin©

mKO =y +Psina -mgcos0

.ot = o« (8)
V. =Kc0*0.K *=Ksin©
a =t? —0
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Az  egyenletrendszer  tovdbbra  is  nemlinearis marad, mivel
trigonometrikus 0Osszefiiggéseket tartalmaz, az aerodinamikai er6k és
nyomatékiik egyutthatoi szintén nemlineéris fuggvények.
{1.,3..4.5.,6.,7.,10.,U.,12..14.]

3. A hossziranyl mozgésegyenletek lincarizalasa.

Tételezzik fel :
1, Zavarasmentes allapotban V =0 , Vb =6.
2, A replil6gép tdmegét és tehetetlenségi nyomatékait
allandonak vesszik.

Legyen a kiindulasi stacionarius allapot 4allandé magassagokon
végrehajtott cgycncsvonal( egyenletes repilés. Ebben a kiindulasi allapotban
a valtozokat jeldljik "0" indexszel. A mozgasegyenletek lincarizalasa
Vt:Roc, .. és igy tovabb allandd értekekkel jellemezhets, és a
zavartalan mozgashoz viszonyitva a mozgés kismértékl valtozasait vesszik
figyelembe AV; AP; 6a...... és igy tovabbh.

A Kis zavardsok maddszerével a valtozékat a kovetkezd alakban irhatjuk fel:

V -Vt+AI" _P-/» +AP ,a-o0. +Aa Sh

Mivel a kiindulasi allapot paramétereinek derivaltjai  nullaval
cgycnlock, ezért egyértelmliek a kovetkezd kifejezések: V -AV , =A5 és
igy tovabb. Az er6k és nyomatékok lincarizalasanal figyelembe kell venni,
hogy azok lincarizalasa a nyugalmi pontban torténik. Ez az adott pillanatban
megfelel az cgycncsvonall egyenletes mozgasnak, csiszas nélkil, igy ezek a
mennyiségek azonosan cgyenléck nullaval.[l.,2..10.,12.,13.)

Az aerodinamikai erék és nyomatékok. mint ismeretes, a kovetkezd
allandok segitségével hatarozhatok meg:

nv* nVvl nv*
K mc,eT S mX. *** * oM, =m,”~-Sb, C)]

ahol AT - [égellenéllasi erd
Yt -aerodinamikai felhajtéer6
M, -a bolintasi nyomaték
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C," - légellenallasi tényezd

au - aerodinamikai felhajtoer6 tényezéje
ms - bélintasi nyomaték egyitthatoja

S -a szarny felulete

by —koézepes aerodinamikai har (KAH)

Az aerodinamikai er6k és nyomatékok egydtthatdira a kévetkez6
osszefogast lehet felirni:

sc,"(V.h,a\
acMiv.li.a): 10y
m:=m. (V,h.a,&,w,.5,).

A hajtom( toléerejére a kovetkez Osszefliggést lehet felimi:

p-p(y.h,6") (1D)
Az (8) egyenletrendszer elsd egyenletének lincarizalasa

m— =*Pcosot —XM -mgsin0

d{Vh+Al) _dVjL _dEjv

dl dl dl dl (13)

aol

behelyettesitve az (12) egyenletbe az (13) kifejezést kapjuk

m <’dA|K ={ P,+AP )cos( ot +Aa ) -( X +AX ) -wgsin( 9, +A0) (14)

cos{as +Aa ) = cosot, ccsAcr -sina, sinAa (1)
stn( 6# +A0 ) =sin0,, cosA0 +cos90sin A0 ((89)
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m—— =< BJacosAa -POUnNa, SinAa +A/>cosa0C0SAo- —AP sino#»N Ac. -
dl
—X% -AX -mgsin0 CcosAO —-mgcos60sin A6 a7
Ugyen
a4nAcr *>Aa;cosAa el (18)

Az (17),(18)egyenletbdl kapjuk

m_dt_ =-PO0sina, Aa +AP cosa, —&X -mgcos6.A0 (29)

tovabba

X-X(V,h.a) (20)

Feltételezziik, hogy a lincarizalni kivant fliggvény nemlinedris 6sszefliggései
a kiindulasi staciondrius allapotban és annak kornyezetében akarhanyszor
differencidlnatd igy azok Taylor - sorba fejthetek. A munkapont korili
valtozasokra szoritkozva a magasabb rend({ tagokat elhanyagoljuk.
Sorbafcjtjiik az (11) és (20) nemlinearis funkcidkat

/>=/> (21)

Vezessik be a kovetkezd altaldnos kifejezést  x -F*“ akkor kapjuk
[0}
['=/; +P1&V +PhAh +P*'AB, (22)
vagyis a kovetkez8 egyenletet kapjuk

m~— ~=~P>sina0Ao AV +P',Ah +P ,fA&r) coscr0 —
@)
-(X rAV +X*Ah +JT'Aa) -mgcosO, AO
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A masodik egyenlet Uncarizildlasakor feltételezzik, hogy
P~P{V, h) vagyis elhanyagoljuk a nehézségi er6t a vc2ér!5kicrak

helyzetétél (P*'5,iina *0).

A hossziranyl mozgas linearis modellje a kodvetkezd:

v +ay +flde +0> +a>

6 +<3rys +U®0 +Uya +a*/i =0

w, +0'P +cr°8 +af',« f +<»* a =G£0, (24)
a -G~"K -G*G -w. -o“a -a'h =0

h =a[V +ajQ «0

Az (24) egyenlewcndszcrt néha szokas kiegésziteni ( =w. ; d =0 +a ami

lehet6vé teszi a pilyasz6g Kkizarasat. igy a kovetkezd egyenletrendszert
kapjuk:

VWYV +a[id +(am-aj)a +o>
aj, +a~K +a® 6 +aJ'o. +(a” -fl® )a +a*h =a%ot

a-<K -aj6é -u,-(a&a -aj)a-ajh-o (,5)

A +aJV +ajd -aja -0

Az (24) -egyenletrendszer derivativ egyutthatéi amelyek a hossziranya
mozgast irjak le, a kovetkezdk:



mvrk r~sincr

2Tk m +C-
(26)

*ey E* />cosa

©2r my

+2".. < --x—">;<

Fmexy (U )« — X(<
[ |x{/\ T_[ul'u "‘l\f )]_y/\\_

* [¢] 9 F1 .

0" "Vn\ .28 gt - o8 P -

r, * * 2 pvS

Az (25)differencialis egyenletrendszer a kovetkezé matrix alakban irhato fel

X =A x +fiu

ahol
\ < -of
e -< m< 0
Ame o L¢ 1, < U= (27)
a < 1 < <
h < 0 0 0

Az (27) egyenlet és az (25) oOsszefuggés teljes egészében leirja a
repul6gép hossziranyG mozgasat. A gyakorlatban az a*:a$:ak cl lehet

hanyagolni, ami valamelyest leegyszer(siti a matematikai modellt, mivel a
kinematikai egyenlet

hWhV +a*Q =0 (28)
nincs hatassal az egyenletrendszer tobbi egyenletére.
Alkalmazva a Laplace transzformaciot ehhez az egyenletrendszerhez nulla

kezdeti feltételek mellett, a hosszirAnyld mozgas matematikai modelljét a
kovetkez6 alakban kapjuk.



(a+<fv(s) +a,%e(j!) +a™a(s) =u/6p
oyy(s) +(.V-fa*)e(s) +a;«t(j) =0
a'~"Vis) +a”0(s) +(.2 +0“" )«,(*) +a;a(j) ma*'6,(s)

-an(>) -a*0(j) -w,(r) +(s -a*)a(s) =0

Az (28) egyenletnek a kovetkezd karakterisztikus egyenlet felel meg

« ¥<) 0 .
ORI ° :
< < s +<) .
< < -
(30)
=s* +qts* +q, S* +/,s +ge =0
ahol
o (<re® -«.°<) +< (¢ X =*1>:) +< Sqae)
I =Fie< (*; -«?)-< (< -< )]+ (¢« - « ) fla>: -*;<)
Vi -aj, (% -<*Y) o< (% -< ) + < Hal; (<4< -q;) (1)

«7, «a;* +< + < -<y;

A Kkarakterisztikus egyenletnek 6t gyoke van. Az egyik egyenlé nullaval.Ez
azt jelenti, hogy a replulégép semlegesen viselkedik a magassagvaltozast
illetéen (aerodinamikai eré6k és nyomatékok nem flggenek a magassagtol)
A tobbi négy gyok komplex konjugalt cs jelent6és mértékben kulonbozik
egymastol. Ezért a  hossziranyu mozgas tranziens folyamatat két
mozgasformaban irhatjuk le: hosszd periddusu (sebesség szerint) és roévid

periddusu (allasszog szerint).
4. A hossziranyd mozgas atviteli fuggvényei

Az automatikus iranyitadsi rendszerek analizise és szintézise soran

széles kérben hasznalatosuk az atviteli fiiggvények Al-, teli {E*g»én>r.cl
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nevezik azt : viszonyt amely a kimeneti értékeket irja le a bemeneti
értékek.' « null.' kezdeti feltételek mellett Azonban a repul6gép atviteli
fuggvényeiben, amelyeket nemsokara megkapunk, a bemeneti értékek (a
bélintasi irany elfordulasat) ellentétes elGjellel veszik. Ezt azzal lehet

megmagyarazni, hogy az aerodinamikaban ezt az iranyt veszik a pozitivnak.

Péwuiw:(.)-JLW]j.

Az Atviteli fuggvények lehet6séget sdnak a tranziens ( atmeneti )
folyamatok és frckvcnciajcllcmz6k tanulméanyozasara. A repulégép mozgasara
vonatkoz6an pedig a rovid és hosszd periédusd, valamint a beddntés és
elfordulas szerinti mozgasainak vizsgalatara.[l.,2.,9.,10.,13.J

A rcpuldszerkezetckrc haté kuls6 zavaras legyen fugg6leges iranyd
széllokés. Kezdetben a repul6szerkezet tehetetlensége miatt a repulés
sebességének abszolit értéke V ,valamint a palyaszég O gyakorlatilag nem
valtozik. Ekkor az allasszég a €s a bolintasi sz6g 6 intenziv valtozasat
figyelhetjiuk meg. Mivel az allasszdg és a bdélintasi szdég nagy frekvenciaval
véaltozik, tehat a vizsgalt paraméterek (a; 6 ) periédusideje kicsi, ezért ezt a
mozgéast szokas rovidperiddikus mozgasnak nevezni ( RPM ).

A rovidperiédikus mozgas befejeztével jelent6ssé valik a repulés
sebességvektoranak ( abszolat értékének V és iranyanak O ) megvaltozasa.
Mivel ekkor az &llasszog allandonak tekinthetd, ezért a palyaszog valtozasa
koveti a boélintasi szog valtozésat: d =0 +a. Ez a mozgas Kkisfrckvenciaju,
nagy peridodusidével rendelkezik, ezért szokas hosszUperiédikus mozgasnak

nevezni.

Az eddig elhangzottak  alapjan a révidperiddikus mozgasra
igaz: Af' M>.A0 -*0.

Az (29) egyenletrendszer  dsszefliggéseiben az
allandokat el lehet hanyagolni. Ez lehetévé teszi, hogy a rovidperiodusu
hossziranyd mozgasra egy egyszerl modellt kapjunk.

(s +a*)«..(*) +fI* or(s) =6i*6,(s)
/W WA ©2)

ahol .a" .a* - allandok, a repulégép hosszirany( csatornajanak erés

Osszefuiggései.
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«, (*)

A repulégép u, szerinti atviteli fuggvénye K'M)

Az (32) egyenletrendszerb6l a CRAMER szabaly segitségével hatarozzuk

meg az atviteli fuggvényt:

A =@ s-a') +o" «a#i*+05+a, =0 (33)
s -al
<'M *
D o ) «5 -0 < ‘6,(i) (34)
ahol o, =0“* - 0"“; 0o, =0' -0"“0"*
Tehat
" (33)
! D, 0,5* +0,5 +0j

Az (34) egyenletnek, amely a révidperiédusu hossziranyd mozgast leirja, a

kévetkez6k a megoldasai:

<*(* -<*))
<*»,(*) (36)
0,5* +0,5 +0j

; fi .
2 a/ +05+o, W 37)

Vezessuk be a kovetkezd jeldléseket

(38)

Figyeleatbevés-i <u (25). (36). (37), (38), Osszefliggéseket megkapjuk az
4b, teli fuggvényeket bdlintasi, irany és beddntési szogek alapjan.
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wig 0 (39)
' -0,(5 si1 e+
>/ N w.(j) _ (40)
{in~ U ) S'+2tm ns + »:
rr-m - n (Al 6{s) - K=*-{TS+) (41)
* W ~K ‘(s)s V +2ws + tt

SW ) “2)

ahol

Hatarozzuk meg a repll6gép atviteli fuggvényét az ny normal
talterhelés szerint, amely igen fontos szerepet jatszik a repulési folyamatok
irdnyitasaban.

(43)
S -O.Wi* +2 .
ahol
AT® =K* - a tulterhelés aranyossagi tényezéije
8‘0
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