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A repul6gépek Uzemeltetése egy diszkrét allapotokra bontha-
t6. utéhatasmentds sztochaesti kus folyamét. Az Uzemeltetés,
matematikai szempontbdél, egy Markov-folyamat. és Karkov-
-lanc-ként kodzelithet6. Az el6adas a Markov-folyamatok elmé-
letének alapjait, valamint a katonai repulégépek Kkiképzési
repllése mdszaki kiszolgalasanak markovi sorbéanéilasi mo-
delljét. annak felallitasat és alkalmazasat mutatja be.

1. Bevezetés

Az olyan sztochasztikus folyamatokat, amelynek Jévébeli
alakulasat a mdltbeli alakulasa csak a jelenlegi allapoton
keresztul befolyasolja, azaz amelyek utéhatdsmontesek. Mar-
kov-folyamatoknak nevezzuk. Ezen folyamatok elméletének tor-
ténetét Andrej Andrejevics Markov orosz matematikus munkas-
sdga C18S6 - 1082) nyitotta meg.

A ropulétechnika Gzemeltetése, a repulégépekre, valamint
azok kiszolgéalasara, a harcfeladatokra vald el6készitésukre,
kilénb6z6 nagyséagrendld Javitdsukra szolgalé személyekre és
el6irasokra épulé sztochasztikus folyamat.
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Ez a folyamat a repul6géppel. vagy annak valamely rend-
szerrfvol . berendezésével, azaz az Uzemeltetés targyéval, a

gyartas és a kiselejtezés kozott torténtek oOsszessége.

A katonai repulégépek Uzemeltetésének egy jellegzetes és
Jelentds részét képezik a kiképzési repulések Ekkor a hajo6-
z6 allomany kulénbo6z6 ropulésl gyakorlatokat hajt végro. és
a repulégépek ismételt feladatra valé el6készitését a mdsza-
ki allomany végzi a klsozlgalé zénadban. Ez a miszaki kiszol-
galo tevékenység matematikailag egy sorbanéilasi folyamat-
ként kozelithet6. A sorbalallasi modell segitségével prog-
nosztizalhatdé befogaddéképességl zona és repUIlGgépszam esetén
a zona leterheltsége.

2. A Markov-folyanotok

M atem atikailag felirva az O valészinlségi folyamatot

Markov-folyamatnak nevezzik, ha 1 valészinlGséggel teljesiul

minden t ~ ... <tn< t” (3TN EATD ¢ I V  Xn+l valés
szamra a:
P{K W VAR KV - x,} -

mP { | = »>"' xn} ci:>

feltételes valdoszinliségek egyenldsége.

Ha az r>CO folyamat a vizsgalati idé alatt barmely pil-
lanatban felvehet valamilyen X értéket, akkor azt folytonos,
ha 7 csak kitintetett idépontokban rendelkezhet értékkel .
diszkrét idejlinok nevezzik. Diszkrét allapotterGnok tekint-
juk azt a sztochasztikus folyamatot, ahol az rvalészinilségi
valtoz6 lehetséges értéke: véges, vagy megszamlalhatéan vég-

telen elemd halmazt alkotnak.



A véges vagy megszamlhatdéan végtelen - azaz diszkrét -
allapottora. utéhatadsmentor, sztochasztikus folyamatokat Mar-
kov-lancnak novozzUk. Ekkor az CI5 egyenldétben meghatarozott

értéket atmendtvaiéoszinCségnok nevozzUKk:

p "1 - p { - *J | *in> -\

ami annak a val6szinlségét fejezi Kki. hogy XN
feltéve, hogy jjCt™) *» X~

A fenti P~jn+l Jeldlés azt is mutatja, hogy az atmeneti
valészinliség nemcsak az i kezdeti és a j végallapot, hanem
az idé Cln) fuggvénye is. Ezt a valdészin(liséget a tovabbiak-

ban - az egyszerliség érdekében - a

Pi/"1wmp,/ V -p</* C3>
maédon jelolju k.

Véges. M szamé allapot esetén a P _ atmeneti valdészinG-

ségeket matrixba szokéas rendezni. Ezt a

p CO - ip..CO 1 co
=NxN L J

m atrixot a folyamat Markov-matrixanak vagy A&atmenetvalészi -

nliség matrixnak nevezzuk.

Ha a fenti egylépéses &atmenetvaldészinliségek fuggetlenek
az 1d6tél, akkor azt mondjuk, hogy a Markov-folyamat stacio-

ner. Ebben az esetben felirhatdé, hogy

CS5
C " " p</
illetve

C6>



mivel az fuggetlen az n értékétél és P~_j annak a valdészinlG-
ségét jelenti, hogy az r)Ct3 értéke Xc-bdl X~.-be vélt at a

Ctn,\i; tnS idéintervallumban,

Egy Markov-folyamat egyértelmien az 4&llapotokbdl valé
tadvozasok eloszlasai és az &atmenotval6szfnlsdogek megadasa-
val Jellemezhet6. Ha valamely &allapotbdél valé tdvozas elosz-
lasanak Jellege nem exponencialis, az adott sztochasztikus

folyamatot félmarkovinak nevezzUK.
3. A kiképzési repulések vizsgéalata
A kiképzési repulés miuszaki kiszolgalasa matematikai

szempontbdél egy tobbcsatornas, korlatozott tarolasi méretd,
markovi, vagy fél-markovi sorbanéllasi rendszert alkot.

KRKEZKSI FOLYAMAT TAVOZASI FOLYAMAT

>> - > >>>>

KISZOLGALOK

1.4bra

Sorbanallasi, kiszolgalasi rendszeren olyan rendszert
értink, amelybe a /o”yctizedA véletlenszer Glan érkeznek be.
eltér6 Igényeik kielégitésére varnak, majd a kiszolgalasuk
utan rendszerbdl tavoznak idi. A kiképzési repulések r.Gisak1
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kiszolgalasa is »gy .;yon rendszerben végbemené sztochaszti-
kus folyamatnak tekintheti. Ekkor a repulésen résztvevd gé-
peket tekintjuk a fogyas*ldH-nak. a repulémdszaki allomanyt

pedig a kiszo6lg<li<Sh-nalc.

A fogyaszték rendszerbe valé belépését - esetunkben a
repulégépek repulési feladatokrél valé visszatérésétm- drMe-
zgmi folyamai-nak nevezziuk. Ez matematikai szempontbél egy

felajitasi folyamatot alkot 12).

Tekintsuk az érkezésok kozti idéket egy Xj ; Xg ; Xg
sorozatnak. Ekkor XJ az els6 fogyaszté rendszerbe torténéd
beérkezéséig oltéit idét; Xg az elsé6 és a masodik gép beér-
kezése kozti idét Jelenti. Ez a sztochasztikus sorozat egy
diszkrét allapotteret véletlen folyamatot alkot és az n-edik

beérkezés iddje
C7}

médon hatarozhaté meg. Az érkezési folyamatot az érkezések
kozti <X~> id6k megadasa helyett le lehet irni az Y™ érkezé-
sek teljes szaméaval. Az Y egy folytonos idejd véletlen fo-
lyamat. Jelentése matematikailag az

Cc8>

I_—I-t Tn 5 * < T« ]

formaban irhaté fel.

Vizsgéalatunkban a kiszolgalds alatt nem csak a repul6gé-
pek Ism ételt feladatra vald el6készitését, hanem a kodvetkez§
feladatra valdé varakozéasat is értjuk, mivel mindkét dolog a
z6bnaban Ca kiszolgalé helyen} megy végbe. igy a id-oozdsi fo-
lyamai-on a gépek a zénéabodl a kdvetkezd feladatra vald tavo-
z4sat értjuk. Ezt a folyamatot - mely szintén egy felGjitasi
folyamat - alapvetéen a replulési tervtabla hatarozza meg.

Mivel a kiképzési repllés soran az egyéb, véletlenszerld kul-



*6 hatdsok miatt Cpéldaul az id6jarasi viszonyok valtozéasai
a tervtablatél torténd eltérés léphet fel. ezt a folyamatot
is sztochasztikusnak tekinthetjuk.

A kiszolgalasi mechanizmus leirhatdé az egymasutan beér-
kezett fogyasztdok ;W ; *3 ... kiszolgéalasi idejeinek
véletlen soraval. A beérkezés vizsgalatanal leirttal analdg
médon definidlhatunk a 2n folytonos idejli, kiszolgalasi fo-
lyamatot.

A kiszolgéald &allomasok vagy méasnéven a kiszolgalasi csa-
torndk. szadma alatt az egyszerre, parhuzamossan és egymastol
fuggetlentd!l mGkodé kiszolgaldk szamat értjuk. Esetiunkben ez
alapvetéen - a miUszaki értelemben vett - kiszolgalé helyek
Ca toltékutak vagy tolté kocsik, foldi aramforrasok) szamaéat
Jelenti.

A vizsgéalt rendszer tdbbcsatornasnak tekintheté, mert a
zbndban a mdszaki allomany a kiszolgalé helyeken egyszerre,
parhuzamosan végezheti az Ismételt feladatra valdé el6készi-

tések. A csatorndk szamat r-el jeloljuk.

A korlatozott tarolasi méretet a repuUlésen résztvevd

gépek szamaként - mint a rendszer jellemzéjét - kell fel-
venniunk. Feltételezzuk. hogy a kiképzési repulés soran
Gjabb, illetve nem a repul6egységhez tartozdé gép vagy gépek

kiszolgalasara nem kerul sor. Ezzel a feltétellel a késébb
felallitanddé &tmenetvalészinlGségi matrix méretét hataroztuk
meg. A rendszer maximalis tarolasi méretét K-val jeldljuk. A
korlatozott tarolasi méret azt Jelenti, hogy ha a sorbéan-
allok szama eléri a maximalis K értéket, az OJabb beérkezéd
fogyasztékat a rendszer elutasitja, mig a sor hossza K ala

nem csdkken.

Jelentse N, a varakoz6 sor hosszat a t idépillanatban,
azaz azon fogyaszték szaméat, akik kiszolgalasa folyamatban
van. vagy kiszolgalasra varnak. Ez az el6z6ekhez hasonléan.
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egy folytonos idejl. diszkrét allapotterld sztochasztikus
folyamatot alkot.

Jelen vizsgalatunk soran egy varakozasi-hossz problémat
kell megoldani. Ekkor a kiszolgalasra var6 fogyasztéok sza-
mat. amely tartalmazza azokat is. melyek kiszolgalasa éppen
folyik, vizsgéaljuk az idé fOggvényébon. Ugyanis a rendszer-
ben 1évd igények szama hatarozza meg elemzésiink soran a Kki-

szolgéalé zéna sziukséges befogaddé képességét.
4. A sorbanéallasi modell felallitasa

A fent leirt <Xn> és <Wn> véletlen sorozatok, illetve a
velUk analég és folyamatok meghatarozzak a kiszolgéa-
lasi rendszer, a varakozasi sor viselkedését. Jellemzésiukre
szolgéal a X JellG beérkezési intenzitas, illetve a * kiszol-
galasi intenzitads. E két paraméter statisztikai meghataro-

zdsa az alabi mdédon térténhet:

ahol:
a beérkezések kozti idé6k atlaga;
« - a kiszolgéalasi idé6k atlaga.

Az igy felallitott rendszermodell az alabbi tulajdonsa-
gokkal bir:

Cl> Ha a sor hossza kisebb a K maximaéalis tarolasi mé-
retnél, annak a valészinlisége, hogy a sor At id6-
intervallum alatt eggyel nodvekszik:

X 4t ¢ oCAO ha Nt < K



Ha a sor Sossza egyenl6 a maxinalis tarolasi mé-

rettel. ez a valdszinClség
oCAO ha Nt - K
lesz.
CIID Egy kiszolgélés valdszinOsége a fentivel egyezd
At idd alatt az * i egyenl6ség esetén:
£» At ¢ oCAO ha ia r
Cl05
r v At ¢ oCAO ha i >r
Cili* Annak a valdszindségo. hogy egynél tobb beérkezés
vagy kiszolgélés torténik a vizsgélt At idd
alatt:
oCAO
melynek a hatéarértéke:
lim
AtxQ 0CAO =m0
CIV5 Az | és Il tulajdonsagok a rendszerben korabban

torténtektd!l és minden mas feltételtdl fugget-

lenek. . e m

Az CI> - CIVD tulajdonségokbdl kovetkezik, hogy az <X~>
érkezési és a <Wn> kiszolgalasi iddk kielégitik a felujitasi
folyamatok exponencialis eloszlasara Jellemed "feledékeny-
ség" tulajdonsagat. Mindkét sor - egymastdl is - fuggetlen

valdszindségl valtozdk sora
X o~Xt , illetve p e_#/t

slGrlGség fuggvénnyel. Az 2/~ folyamatok pedig Polsson
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Cnulladrondld Karfcovs t/pvjsti folyamatok.

igy K, oy folytonos idejlG. <0;1;8; ... K> véges alla-
pottor0 Markov-lancot alkot, az alabbi valdészinliségi deri-

valt matrixszal:

-A - 0 0
-<A-p1l5 A o}
0 * -<A-p25 A
o} .. 0 Pt -<A-pi5 A o}
0 0 A i3
C115
ahol p~ értékeit a Cl15 feltétel - a CIO5 egyenlet - alapjan

lehet meghatarozni.

A CIl15 egyenlet felhasznéalasaval felirhaté az alabbi
mitrlxegyeolet:

dp<t5

-at-—— G ect5 . Cl25
ahol:
pCt5 - az Nt folyamat Aallapotokban valé tartézkodasanak

val6észinlGség-vektora a t idépillanatban.

A C125 egyenlet Jelenti a Kkiképzési repiulések mdszaki
kiszolgaldsdnak sorbanéallasl modelljét.

5. A feladat megoldéasa

Stacioner, azaz mar beéallt, kiszolgalasi folyamat esetén

az Nt folyamat &llapotokban tartézkodéas valészinlségének
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voktorat a

$P-9 035

egyenlet inébdldasaként kaphatjuk meg. mivel a Cl25 egyenl6t
bal oldala ekkor-

dgCt>
35 9
A fonti lineéaris ©gyenlOtrendszer O©Osetén problémaként

Jelentkezik, hogy a numerikus algoritmusok a

trivialis megoldast adjak meg. Viszont koénnyen belathato,
hogy minket az egyenlet ett6l eltéré6 megoldas érdekel. Mivel
célom egy kdnnyen algoritmizalhaté eljaras kidolgozasa, a
£03 cikkben mar koradbban ismertetett eljarast alkalmaztuk. A
"K' ismeretienes"l CI35 egyenletet "K-*| |Ismeretienes"-re
alakitottuk &at. Az g' vektor K»l-edlk elemének azt a biztos
osemény valdészinlGségét tekintve, amikor az folyamat a le -
hetséges allapotok valamelyikében tartézkodik. Ekkor az K*1-

-edi k egyen'et a:

045

mely a 055 aédtrixegyenlet »l-edik sorat alkotja. Valamint
a 035 egyenlet nindegylk sordahoz hozzdadtuk a K+l-edik
Cbiztos5 esemény valészinlGségét. igy az egyenletrendszer -

klegér.xltve a O i5 egyenlettel az aldbbi matrixalakot veszi

fel:

1

Valéjaban a 035 egyenlet X+X Ismeretienes. mivel a folyamat
<0;i X> all ApéttertG. igy M egyenletrendszernek van

egy null .dik sora is. A fenti megfogalmazast az egyszerilség
miatt alkai«»xt-am.
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E linearis egyenletrendszer barmely ismert numerlkut rréd-
sz»rr«l kapott eredménye a C133 egyenlet triviAlistol eltérd

megoldasa 16sz.

Az ©ljarashoz az Irodalomban taldlhaté algoritmusokhoz
képest ekkor nincs szukség megfontolasokat igénylé egyedi
egyenletrendszor megoldasokra. Példaul behelyettesitésre,
vagy valamely egyenlet helyett a Cl14> egyenlet bevezetésére.
Nem a legcélszerGibben valasztott egyedi algoritmus esetén a
megoldas nagyon bonyolulttad, kezelhetetlenné vagy a végered-

mény numerikusadn pontatlannéa valhat.
0. Példa az alkalmazéasra
Szemléltetésképpen az | .Tah'.azatban talalhat6é kiindulé

adatok felhasznéalasaval modelleztuink egy kiképzési repulés

mUlszaki kiszolgéalasat.

repulégépek szama: K m 20
kiszolgal6 csatornak szama: r = 15
beérkezési intenzitas: = 0.130
kiszolgalasi intenzitas: = 0.029

| .Tablazat
Kindulé adatok

Az allando6sult NN folyamat allapotokban valé tartézkodas

valészinlGségeit szem lélteti a 2. abra.

0sszefoglalod

Az eléadéas bemutatta a Markov-folyamatok elméletének al-

kalmazéasi lehet6ségét a katonai repul6k kiképzési repulésé-



nék n\at<nuU kai modellvizsgal atara. Felallitottuk a folyamat
tobbcsatornas, korladtozott taroldasi méretd sorbanallasi mo-
delljét. Egy konnyen algéritmlzashatdé eljaras bemutatidsara

kerUIlt a stacioner modell megoldasara.

Az allapotokban val6é tartézkodasok valdoszinGségei
allandosult folyamat esetén

A felallitott modell alkalmazéasi lehet6ségét egy egysze-
rd példa szem léltette. A bemutatott matematikai modell fel-
hasznalhaté példaul adott szdmO repulégép kiszolgalasdhoz

szUkséges zénakapacitds meghatarozasara.
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