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A MATEMATIKAI MODELLEZES REJTELYEI

The mystery of mathematical modelling

A matematikai modellek a valos rendszerek és folyamatok teljes vagy részleges viselkedé-
sének leirasai a matematika eszkozeivel. A modellalkotas fontos segédeszkozzé valt ahhoz,
hogy a meglévé tudomanyos ismeretek alapjan 01j ismereteket szerezzlink. A szamitastech-
nika rohamos fejlodésének kdszonhetéen a modellalkotasra és a modellezésre alapozott ki-
sérletezések a miiszaki tudomanyok mindennapi eszkdztarava valtak. Minden kidolgozott
modell szdmos kompromisszum eredménye a valdsag, az elméleti ismeretek és a gyakorlati
alkalmazas kozott. A ma kutatoja sokszor vakon megbizik a szamitogépes eredményekben.
Vajon mikor és milyen mértékben fogadhatok el a modellek alkalmazasaval nyert eredmé-
nyek? Hol vannak azok a rejtett tények és forrasok, amelyek miatt kételkedhetiink, vagy
bizalommal fogadhatjuk-e azokat az eredményeket, amelyeket a matematikai modellek
szamitogépes megoldasaival nyeriink?

Kulesszavak: rendszerek, matematikai modellek, modellezés, szamitastechnika, numeri-
kus matematika

BEVEZETES

., A tudomany kisérlet arra, hogy a kaotikus,
sokfajta érzéki tapasztalatot valamilyen egysé-
ges gondolatrendszerrel dsszefiiggésbe hozza.”

(Albert Einstein)

Ha egy villamosmérndk tanar krétat vesz a kezébe, és a villanymotorokrol
szeretne el6adni, akkor igy kezdi el6adasat: Adott egy villanymotor. Ezutan irni
kezd a tablara, a tablan pedig egy ehhez hasonl6 szimbolumokat tartalmazé szo-
veg jelenik meg:

i[()=~N21, cos(®t+90—y)
D (1)=D, cos(wt+90—y)
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do (1) _
dt

E(t)=N, —N, & osin(wt+90—y)

E(t)= N, ® osin(wr-90—y)
E - N, o, ®

TR

Ezen a hallgatok természetesen nem lepédnek meg, figyelik az egyenleteket,
kozben az agyukban egy kép és a képpel kapcsolatos folyamat jelenik meg.

Stator Windings
]

1. abra. A villanymotor részekre bontva és a benne lejatszodo folyamat animacioja

Mindez nem azért torténik, mert a tanar ellent akar mondani Shakespeare a
Makrancos holgy 1. felvonasanak 1. szinében tett igen szellemes javaslatnak:
., Matematikat, metafizikat csak annyit, hogy gyomrodnak meg ne dartson.”

A természet- és miiszaki tudomanyok tertiletén a matematika, a modellezés
¢és a matematikai modellezés a mindennapi munka eszkoztarava valt.

MIERT VAN SZUKSEGUNK A MODELLEZESRE,
ES MI A MODELL?

A természetben és a tarsadalomban talalhato és vizsgalt folyamatok rendsze-
rint mindig ismeretlen struktarajiak, és ha nem is a ’black-box’, de a ’gray-box’
szemlélettel kezelendok. A roluk rendelkezésre allo ismeretek csak részben ad-
nak képet a rendszerekrol és a benniik lezajlo folyamatokrol.

A folyamatok részletes megismerésére gyakran valamilyen, a folyamatok-
hoz hasonld, de konnyen kezelheté masolatokat készitlink. Ezek a mésolatok a
modellek, Iétrehozasuknak a folyamata a modellezés.
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., A tudomany nem probal magyarazni,
alig is probal interpretalni, a tudomany fo-
ként modelleket allit fel.”

(Neumann Janos)

Sz6 szerinti forditasban a latin modus, modulus sz6 mértéket, modot, modo-
zatot jelent. A mindennapi életben azonban ennél joval szélesebb korii az értel-
mezése.

A modell szoval jeloljiik példaul:

— azt arendszert, amely egy masik rendszerben (a modellezettben) végbeme-

nd jelenséghez hasonl6 jelenséget valosit meg;

—egyes termékek mintait (ruhamodell, gépmodell);

— kozlekedési eszkdzok kicsinyitett masat;

— épiiletek geometriailag hii kisebbitését, amelyek rendszerint szemléltetd
célt szolgalnak, és inkabb kell makettnak nevezni;

— az olyan szemléltetdeszkozoket, amelyek valamely nagyon nagy (vagy na-
gyon kis) objektum oktatasi bemutatasara szolgalnak (pl. a hidrogénatom
modellje);

— irodalomban és képzémiivészetben olyan személy, (ritkan) allat vagy targy,
aki, amely minta (kép) valamely miivészi alkotas megteremtéséhez;

— valaminek meghatarozott méretaranyban kicsinyitett masa; makett;

— miiszaki 6ntvény gyartasahoz hasznalt, kiilonféle anyagokbol készitett forma;

— mintadarab (ruhdzat) 6nallo tervezés alapjan késziilt ruhadarab stb.

A modellezés széles korli alkalmazasahoz James Clark Maxwell kovetkezd
észrevétele nyitott lehetséget: ,,Megfigyelhetd, hogy két kiilonbdzé tudomanyban
a valtozok olyan rendszere létezik, amelyek kozott a matematikai kapesolat ugyan-
az, tekintet nélkdil arra, hogy a folyamatok fizikai Iényege egészen kiilonbzd.”

Fontos szerepe van a tanulas folyamataban is a modellek kdzotti hasonlosag-
nak. Erre utalnak Szent-Gyorgyi Albert szavai: ,,A didk csak akkor tud megérte-
ni egy U1j fogalmat, egy uj jelenséget, ha hasonlitani tudja valamilyen altala mar
ismert fogalomhoz, jelenséghez, és azt is megérti, hogy az »lj« miben kiilonbo-
zik a mar ismert »régi«-tol.”

A miiszaki teriileten munkalkodo szakember altalaban elvont feladattipuso-
kat vizsgal.

Ezek a feladattipusok részben a gyakorlatbol szarmaznak. A kiilonb6z6 vizs-
galt folyamatok bizonyos egyszertisitett matematikai leirast sugallnak, ezek az
egyszertsitések az attekinthetdség, a szamitastechnikai kezelhet6ség, régebben is-
mert analogiak felhasznalasa érdekében rendszerint jol osztalyozhato, viszonylag
egyszerll matematikai struktirat adnak. Ezek a leirdsok a matematikai modellek.
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Egy matematikai modell a matematikai egyenletek tetszdleges teljes és kon-
zisztens halmaza, amelyet arra terveztek, hogy mas tulajdonsagok 0sszességét,
azok prototipusat irja le. A prototipus lehet fizikai, biologiai, tarsadalmi, pszi-
cholodgiai vagy konceptualis (vazlatos) tulajdonsag, vagy esetleg éppen egy ma-
sik matematikai modell.

Modellnek tekinthetjiik azt az elképzelt, matematikailag leirhato, idealizalt,
elvi masolatot is, amelyet egyenletek formajaban adunk meg, ez a matematikai
modell. A matematikai modell jelent6ségét kiilondsen az a kortilmény emeli ki,
hogy valdsagos viszonyok kozott fizikailag meg sem valdsithatd folyamatok,
vagy csak igen koltségesen leképezhetd folyamatok vizsgalatara alkalmas.

Néhany cél, amelynek érdekében matematikai modelleket szerkesztiink:

— arra keresiink valaszt, hogy mi fog torténni a fizikai (bioldgiai stb.) vilag-
ban, vagyis hogyan alakulnak az allapotok jellemzdi bizonyos kezdeti és
peremfeltételek eldirdsa esetén;

— befolyasolni szeretnénk a tovabbi kisérleteket vagy megfigyeléseket;

— el6 akarjuk mozditani fogalmaink tovabbi fejlodését és megértését;

— tervezési célok elérhetdségét szeretnénk kivizsgalni stb.

A matematikai modellezés esetében rendszerint ismeretlen Osszefliggéseket
tartalmazo, elsd latasra attekinthetetlen rendszerekben lejatszodo folyamatokkal
talalkozunk, amelyekre rengeteg zavar6 €és szabalyozé hatas, tovabba korlatozo
tényez6 figyelembevételérdl vagy figyelembe nem vételérdl kell hataroznunk.

A rendszeren barmilyen egyszerii vagy bonyolult fizikai, kémiai, biol6giai
vagy informacios kapcsolatot értiink, ahol ezen kiilonbdzé anyag- és mozgas-
formak elemei egymast befolyasoljak.

A rendszerek vizsgalata soran felmeriilé feladatokat két alapvetd osztalyba
sorolhatjuk:

1. a rendszeranalizis azt vizsgalja, hogy ha a rendszer struktiraja és para-
méterei elore adottak, akkor ezekbdl kiindulva hogyan allapithatdo meg a
rendszer viselkedése és tulajdonsagai;

2. a rendszerszintézis azzal foglalkozik, hogy a rendszertdl megkovetelt tu-
lajdonsagokbol kiindulva, hogyan kell a rendszer struktirajat kialakitani
¢s paramétereinek értékeit meghatarozni.

A MODELLALKOTAS FOLYAMATA

A matematikai modellezés feladata egy, a matematikaban ismert szimboli-
kus nyelven megirt relaciok halmazanak megalkotasa.

P
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amely a rendszerben lejatsz6do vizsgalt folyamatot szamunkra a legkedvezobb
modon irja le.

Mindenesetre a fizikai elméletek is kicserélddhetnek vagy megvaltozhatnak
(1asd pl. newtoni mechanika — einsteini mechanika), de tipikus, hogy a rendel-
kezésiinkre all6 matematikai apparatus nem alkalmas arra, hogy minden kortil-
ményt figyelembe vegyiink.

Mindezek a felismerések és tapasztalatok arra vezettek, hogy a modellt ne
az Orok igazsag kifejezodésének, hanem egy ,,id6leges valaminek™, a helyzet
kényelmes kozelitésének tekintsiik. Ezek szerint a modellt inkabb jonak vagy
rossznak, tilegyszerisitettnek, tulbonyolitottnak, szépnek vagy cstinyanak, hasz-
nosnak vagy haszontalannak, mintsem ,, igaz "-nak vagy ,, hamis "-nak tartjuk.

Az altalanositas felé torekvo gondolkodas eredményei visszafelé is hatnak: bi-
zonyos elméleti-matematikai osztalyozasbol lesziirddott feladattipusok kezelését az
elméleti szakemberek kidolgozzak, a gyakorlati szakember — bizva az elméleti szak-
emberek tudasaban — igyekszik sajatos feladatat e kész tipustarba beilleszteni.

A matematikai modellek tulajdonképpen valtozokat és egytitthatokat dssze-
kapcsolo absztrakt szerkezetek, azaz relaciok. A valos rendszereket leird mate-
matikai modellek valtozoi és egyiitthatoi mérhetoek.

Kezdeti ertékek

Paraméterek l

Eredmény

Miiveletek |
_

2. abra. A matematikai modell blokkvazlata

Osszetett jelenségek, folyamatok esetén igen gyakran nem lehet egzakt ma-
tematikai megoldasra jutnunk. Sziikség van arra, hogy méréssel hatarozzuk meg
a folyamat jellemzdi kozotti dsszefliggeéseket. Ilyenkor valik nélkiilozhetetlenné
a hasonlésagi modszer. A folyamatjellemzék nagy szama miatt szinte végtelen
sok valtozat mérése latszik sziikségesnek. Minden egyes rendszer latszolag kii-
16nbozik a tobbitdl, és igy mindegyiket kiilon kellene mérni. A gyakorlatban
jartas szakember feladata, hogy a gyakran koltséges mérések mennyiségét el-
fogadhat6 szintre hozza. Itt talan személyi tapasztalatrol is beszamolhatok, hisz
egy valos rendszeren tortént méréskor — amelynek részkivitelezdje voltam —
négyszaz tonna kerozint égettiink el.
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A matematikai modell a rendszer formalis miikodési folyamatanak csak az
alapvetden jellemz0 torvényszertiségeit irja le, a Iényegtelen tényezoket elhanya-
golja. Az egyszerUsitett modell mar nem a valésagot, hanem a valodi rendszer-
nek tobbnyire csak a fébb tulajdonsagait tiikkrdzi, egyszertisitett formaban. A jol
szerkesztett egyszertsitett modell alkalmas a jelenségek vizsgalatara, kovetkez-
tetések vonhatok le beldle a modellezett rendszer viselkedését illetden. A valosa-
got hiven tiikr6z6 P operatorhalmaz (amelyet gyakorlatilag sohasem ismeriink)
mellett igy megjelenik egy mar ismert, de leegyszeriisitett operatorhalmaz, a P .
Az eltérés operatorat A -gyel jeloljiik. Az idealis és a rendelkezésre 4116 modellek
viszonya egy multiplikativ forma alkalmazaséaval a kovetkezd lesz:

P=P (1+A)

Az energia és az anyagi folyamatok a természetben folytonosak. A folyto-
nossag leirasara a matematikai analizis modszerei alkalmazhatok. A modellek
igy valamilyen differencialegyenleti format vesznek fel. A differencialegyenle-
tek megfejtése, megoldasa igynevezett analitikusan zart formaban nem mindig
lehetséges. Itt hivja segitségiil a matematika a szamitogépet. A szamitogépek —
mint ahogy arra a neviik is utal — szamokkal szamolnak. A folytonossagi jelleg-
gel rendelkez6 differencidlegyenleteket kiszamithato formaba kell atalakitani.
Ezt a feladatot a matematika numerikus médszereinek alkalmazasaval végez-
hetjiik el. Hogy érzékeljiik a feladatot, figyeljiikk meg, hogyan lehet a legegysze-
rlibben a differencialhdnyadost kiszamithat6 alakra hozni:

a4 y(E+At) - y(6) _ y(t+ A - y()
dt e At At

Ez az egyszer(isités egy ijabb hibaforrast hoz a matematikai modellek al-
kalmazasanak a teriiletére. Ha az aprokszimaci6 hibaoperatorat A -vel jeloljik,
a numerikus format felvett modellt pedig P,-vel, akkor a tovabbi feldolgozasra
vard modell és az eredeti kozotti viszony a kdvetkezoképpen irhato le:

P=P (1+A)) =P,(1+A )(1+A,)

A tovabbiakban mar programozhato a feladat egy, a szamitastechnikaban is-
mert kodrendszert (programozasi nyelvet) alkalmazva.

A szamitogépek a véges automatak csoportjaba tartoznak. Egy szamot csakis
korlatos binaris szamrendszerben lehet leirni. Ha a matematikai modell egyiitt-
hatoi, kezd6 értékei, valamint valtozoi csak sok helyértékii szamokkal irhatok
le, akkor ugynevezett alul- vagy feliilkerekitéseket kell alkalmazni. Ez Gjabb
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3. abra. Korszerii szuperszamitogep

hibaforrast jelent a modellkezelés és modellmegoldas folyamataban. Ha ennek
a hibaforrasnak az operatorat A ,-mal, €s a szamitasi folyamatba elinditott mate-
matikai modellt P,-mal jel6ljiik, akkor a szimulécioban részt vev6 modell és a
valos rendszer kozott a kovetkezo Osszefiiggés allapithatd meg:

P=P (1+A)) =P, (1+A )(1+A,) = P, (1+A )(1+A,)(1+A.)

HIBAELEMZES

Az elébbi elemzések harom inherens hibaforrasra hivtak fel a figyelmet a
modellalkotas és modellalkalmazas folyamataban:
— A, — a természet torvényszeriiségeinek nem ismerését €s az egyszertisité-
seknek az alkalmazasat képviseld hibaoperator,
— A, — a numerikus matematika alkalmazésaval jelentkezd hibaforrasok
operatora,
— A, —a szamitogép-szerkezet felépitésének jarulékos hibaforrasa.

A természetet folyamatosan tanulméanyozza az ember, de valdszinileg so-
hasem fogja elérni a tokéletességet. Igy ez a hiba minden modellezés esetében
fennall.

A numerikus matematika allandé kutatasi teriilet. Naprol napra Gjabb és
ujabb eljarasok csokkentik ennek a hibaforrasnak a kihatésat.
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A szamitastechnika korunk talan legintenzivebben fejlesztett tertilete.

Mindez mellett a hibaforrasok mindig jelen lesznek a modellezési folya-
matokban. Ezért a modellezés nem ad soha pontos eredményeket. Eredményei
becslések, amelyeknek az alkalmazasardl a témakor ismerdje donthet csak.

[luzorikus lenne azt feltételezni, hogy a hibak majd semlegesitik egymast.

The mystery of mathematical modelling

Mathematical models are descriptions of complete or partial behaviour of
real systems and processes, using mathematical concepts. Model forming has
become an important device in gaining new knowledge based on existing sci-
entific knowledge. By the fast development of computer science, experiments
based on model forming and modelling have grown to be part of the every-
day toolkit of technical sciences. Each developed model is a result of many
compromises between reality, theoretical knowledge and practical application.
The present-day researcher often blindly trusts the results gained by computer.
The question is when and to what extent can the results obtained by applying
mathematical models be accepted. Where are the hidden facts and resources
that could make us doubt, or can we acknowledge the results obtained through
mathematical models solved by computer?

Keywords: systems, mathematical models, modelling, information technol-
ogy, numerical mathematics
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