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1. Bovezetás

A ropUlŐtechnika Üzemeltetéso. a repülőgépekre, valamint 
azok kiszolgálására, az előkészítésükre, különböző nagyság­
rendű Javításukra szolgáló személyekre ós előírásokra épülő 
rendszerben lejátszódó sztochasztikus folyamat.

Ez a folyamat, amely lényegében az üzemeltetés tárgyá­
val. annak gyártása és kiselejtezése között történtek ösz- 
szessége. az üzemeltetési állapotok - Időben és gyakoriság­
ban véletlenszerű - egymásutánisága.

Kivel az egyes üzemeltetési állapotból való távozás füg­
getlen az azt megelőző állapotoktól és azok sorrendjétől 
Cazaz a folyamat utóhatásmontes). az üzemeltetés matemati­
kailag egy folytonos idejű, diszkrét állapotterű Markov-fo- 
lyamatnak tekinthető. Ez a sztochasztikus folyamat pedig 
Harkov lánccal approximálható.

Az üzemeltetési rendszehről. illetve irányításának hatá­
sosságáról bizonyos Jellemzők Ismeretében dönthetünk. Ezen
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Jel1 omzők meghatározása az adott Üzemeltetési folyamat rend­
szer szemlélet<3 vizsgálatakor annak folytonos idejű. diszkrét 
állapottere markovi, vagy fái-markovi modelljeinek segítsé­
gével történhet.

2.A Markov-folyasatokról általában

Az olyan r)CX.̂  sztochasztikus folyamatot, amelynek Jövő­
beli alakulását a múltbeli alakulása csak a Jelenlegi álla­
poton keresztül befolyásolja, azaz amely utóhatásmentes. 
Markov-folyamatoknak nevezzük.

I
Ha ez az r)CO folyamat a vizsgálati idő alatt bármely 

pillanatban felvehet valamilyen értéket, akkor azt folyto­
nos. ha *) csak kitüntetett időpontokban rendelkezhet érték­
kel. diszkrét idejűnek nevezzük. Diszkrét állapottereinek te­
kintjük a2t a sztochasztikus folyamatot, ahol az t> valószí­
nűségi változó lehetséges értékei véges, vagy megszámlálha­
tóan végtelen elemű halmazt alkotnak.

A véges vagy megszámlálhatóan végtelen - azaz diszkrét - 
állapottere, utóhatásmentes sztochasztikus folyamatokat Mar- 
kov-láncnak nevezzUk. Ekkor a
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feltételes valószínűséget átmonetvalószínűségnek nevezzUk. 
amely annak a valószínűségét fejezi ki. hogy ■ X̂ .
feltéve, hogy r j C « X £ ti),

A fenti P^.n+1 Jelölés azt is mutatja, hogy az átmeneti 
valószínűség nemcsak az í kezdeti és a j vég ál 1 apót. hanem 
az idő Ct^) függvénye is. Ezt a valószínűséget a továbbiak­
ban - az egyszerűség érdekében - a
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Véges. N számd állapot osottfn a átmeneti valószínű­
ségeket mátrixba szokás rendezni. Ezt a
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mátrixot az r>CO véletlen folyamat Mark ov-mátrixának vagy 
átmenetvalőszinűség mátrixnak nevozzllk (21.

Ha a fenti egylépéses átmenetvalőszinűségek függetlenek 
az időtől, akkor azt mondjuk, hogy a Markov-folyamat stacio­
nárius. Ebben az esetben felírható, hogy
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mivel az független az n értékétől és P^j annak a valőszínű- 
ségét Jelenti, hogy az yjC O  értéke X(-bői X^.-be vált át a At 
hosszd Ct tft> időintervallumban.

A további vizsgálatok ©1 végzése ériekében célszerű átme­
netnek tekintenünk azt az esetet is. amikor az r> által fel­
vett érték kiválasztott At idő elteltével az intervallum 
előtti Xt értéka maradt. így a mátrix főátlőjában lévő vál- 
tozők meghatározása a következő mődon történik:

Cha imj* <6>

Mivel ekkor a teljes eseménytér az. hogy az y)Ct+AO vagy va­
lamely másik értéket vesz fel. vagy a kiindulási marad.

A Markov-mátrix felhasználásával az állapotokban valő 
tartózkodás valószínűségének időbeni változása az



ACt+AO - P (t) A C O C73

egyenlettel történhet. ahol P* * P Markov-mátrlx transzpo­
nált mátrixa C41.

3.Az üzemeltetés

A repülőtechnlka üzemeltetési folyamatát gépenként az 
ügynevezett üzemeltetési lánccal Camely matematikai szem­
pontból Markov-lánc> ábrázolhatjuk Cl.ábra).

1. ábra
Üzemeltetési lánc

Az üzemeltetési folyamatok rendszerszemléletei vizsgála­
takor nem érdekel minket az egyes állapotok gépenkénti tény­
leges egymásutánisága. A teljes üzemeltetési folyamat üze­
meltetési lánccal történd ábrázolása körülményes, ezért ér­
demes az Uzemoltetésl folyamatot, a Jobb áttekintés érdeké­
ben. irányított gráfként ábrázolni.

Az üzemeltetés típusgráfjában az állapotokat a gráf 
szögpontjai, az állapotváltozásokat pedig a gráf irányított 
élei szemléltetik C2. ábra}.

Az üzemeltetési lánc vagy a típusgráf vizsgálatakor fel­
tételezzük. hogy az állapotok élesen elhatárolódnak egymás­
tól és az átváltások zérus idő alatt mennek végbe. Az álla­
potváltozások Jellemzésére azok átmenetvalószindségét hasz­
náljuk.



2. ábra
Üzemeltetési típusgráf

A Pfy átmenetvalószínűség alábbi határértékét az átmenet- 
valószínűség sűrűségének nevezzük és vei JelőlJUk:

ahol:
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At - a vizsgált időintervallum hossza.

Természetesen ezek a átmenetvalószínűség sűrűségeket - a
C35 egyenlettel analóg módon - egy g mátrixba rendezhetjük:
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Másik Jellemző az í-edlk állapotban való tartózkodás re­
latív gyakorisága, azaz valószínűsége:
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ahol:

ntC A O  - a At idő alatti i-edik állapotba vald lépések 
száma.

Ezeket a valószínűségeket az állapotokban tartózkodás való­
színűségek A vektorába tudjuk rendezni.

Az Üzemeltetés tárgyának állapotokban való tartózkodását 
Jellemezheti még az állapotokban eltöltött átlagidők t vek­
tora is. ,

Természetesen a ^ vektor helyett, a vizsgálati szempon­
tok függvényében, felhasználható például az állapotba kerü­
léssel kapcsolatos költségek £ vagy a munkaráfordítások {4 
vektorai Is.

A fent említett Jellemzők ismeretében meghatározhatjuk 
az állapotokban való tartózkodás valószínűségek Időbeni vál­
tozását. az üzemeltetés költség vagy munkaidő igényét. Ekkor 
annyi egyenletből álló egyenletrendszert kapunk, ahány álla­
potból áll az üzemeltetési folyamat, illetve ahány állapotra 
bontottuk azt.

A At időléptetéssel vizsgált - vagyis a

tft - t0 ♦ n • At <11>

■tódon disztkrét idejűvé alakított - folytonos idejű folyamat 
állapotváltási átmenetvalószínűségel a (8) egyenlet felhasz­
nálásával a

p c .Ct> = At C12>

módon határozható meg. Fontos itt megjegyezni, hogy akkora 
Időközöket kell választanunk, moly eltelte alatt az üzemel­
tetés tárgya 1 valószínűséggel csak egy állapótváltást fog 
végezni.



4. A Markov-mátrix alkalmazása stacioner folyamat esetén

Staeionor Harkov folyamat esetén, felhasználva az E egy­
ségmátrix tulajdonságát, felírható az

ACt+AO = P*Ct5 AC t5 - E A C O  0 3 5

ogyenlet. amit átalakíthatunk az alábbi alakra:

(g* - E] A = O . 0 4 5

A fenti lineáris egyenletrendszer esetén problémaként 
Jelentkezik, hogy a numerikus algoritmusok az

A - 0

triviális megoldást adják mog. Viszont könnyen belátható, 
hogy minket az ettől eltérő megoldás érdekel. Mivel célunk 
egy könnyen algoritmizálható eljárás kidolgozása volt. az N 
Ismeretlenes 0 4 5  egyenletet N+l lsmerotlenesre alakítottuk 
át. Az A* vektor N+l-edik elemének azt a biztos esemény va- 
1 ószí Hűségét tekintsUk. amikor az Üzemeltetés tárgya az N 
állapot valamelyikében tartózkodik. Ekkor az N+1-edlk egyen­
let a:

m\ p j  ' 1 • 0 3 3

Valamint a 0  45 egyenlőt mindegyik sorához adjuk hozzá az 
N+l-edik Cbiztos5 esemény valószínűségét. így az egyenlet­
rendszer - kiegészítve a 0 5 5  egyenlettel az alábbi mátrix­
alakot veszi fel:



Cló>

Ez * 11 neír 1 s egyenlőt rendszer bárraely ismert numerikus mód­
szerrel kapott eredménye * C I O  egyenlet triviálistól eltérd 
megoldás* lesz.

Az eljárás ellenérzését a (ól irodalom 500. oldalln tá­
léi ható példa alapján végeztük el. A CIO) egyenlet megöldása 
a például a (71 irodalomban is megtalálható LU-felbontással 
történt. A kapott eredmény relatív eltérései az irodalomtól 
10 3 nagyságrendűek voltak, melyeket a számítógép numerikus 
hibájának tekinthetünk. Viszont az irodalomban található al­
goritmushoz képest nem volt szükség megfontolásokat igénylő 
egyedi egyenletrendszer megoldásra. Például behelyettesí­
tésre. vagy valamely egyenlet helyett a CiS5 egyenlet beve­
zetésére. Meg kell Jegyezni, hogy nem a legcélszerűbben vá­
lasztott egyedi algoritmus esetén a megoldás nagyon bonyo­
lulté. kezelhetetlenné vagy a végeredmény numerikusán pon­
tatlanná válhat.

A fenti módon kapott eredmény alapján meghatározható az 
állandósult üzemeltetési folyamat költség vagy munkaóra 
igénye.

5. A Harkov—mátrix alkalmazása Ínstacioner folyamatok esetén

Instacloner üzemeltetési folyamat esetén az állapotokban 
való tartózkodások valószínűségeit a C7> egyenlet felhaszná­
lásával határozhatjuk meg. Ekkor minden a Cll> egyenlettel 
meghatározott időpillanathoz tartozó g mátrix elemeit ki 
kell számítani.

A repülőgépek háborüs körülmények közti üzemeltetésének 
fél-markovi folyamattal történő közelítése esetén egy insta­
cioner sztochasztikus folyamatot kapunk (51.



A repUl<3gép*k háborús körülmények közti Üzemeltetését öt 
állapotból éllő folyknulos idejű diszkrét állapotterő fölya- 
mattal modelleztük. Ekkor az Üzemeltetési gráf egy öt szög- 
pontból élló irányított gráf, mely a 3. ébrén létható.

Háborús Üzemeltetés típusgréfja
1 - bevetés;
2 - "A" típusú javítás vagy Javításra vérés

CJavítási átlagidő: 3 órai;
3 - "B" típusú Javítás vagy Javításra vér és

CJavítási átlagidő: B óra};
4 - harckész;
5 — Vissza nem téríthető veszteség.

Az állapotokat és az állapotváltozásokat egyenként meg­
vizsgálva határoztuk meg a különböző állapotokra a távozási 
idők eloszlási Jellegét:

— normál eloszlásúak a meghibásodási és veszteségi ál­
lapotváltási idők. ahol a távozási idő várható értéke 
a bevetési idő fele. szórása peőlg az egyhatoda Caz 
úgynevezett 3c szabály alapján);

— a Javítások tartózkodási idejei exponenciális elosz­
lásúak. a gyakorlati tapasztalatok és az Üzemeltetés-



el méléti szakirodalmak alapján;

— a bovotés és az üzemképes állapotok közötti váltások 
egységugrás Jellegűek. mert így lehet modellezni.
hogy a feladatra a repülőgépek egyszerre - pontosab­
ban viszonylag rövid időn bellii - szállnak fel, il­
letve érkeznek vissza.

A fentiek alapján felállított lnstacloner félmarkovi mo­
dell eredménye láthatd a 4.ábrán. A diagram az üzemképes ál­
lapotban. vagy a bevetésen vald tartózkodás CP^+P^}. illetve 
kisjavítási állapotban vald tartózkodás CPg> valószínűségé­
nek változását mutatja egy 15 órás hadműveleti nap során. 
Ebben az esetben repülőgépek egy bevetésen vettek részt a 
nap első két órájában.

4.ábra
HáborOs üzemeltetés fél-markovi modelljének eredménye

A modellt működtető program felhasználásával vizsgálhat­
juk a különböző sérülési valószínűségek - azaz eltérő ellen­
séges fegyverzet - esetén a Javító, előkészítő csoportok ki­



alakításinak hatásait. KU1 önfái e szintű légi hadműveletek 
•setén előzetes tervezéskor a modell felhasználhaté a várha­
tó műszaki kiszolgálási kapacitás és anyagigény nagyságának 
és időbeli eloszlásának prognosztizálására is.

6. összef oglalás

A repülőgépek Üzemeltetési matematikailag egy diszkrét 
állapotterű. utdhatásmontos sztochasztikus folyamat. így az 
Markov-lánccal approximáihatd. Rendszerszemléletű vizsgálata 
az átmonetvalőszínűségl mátrix felállítása után mátrixalgeb­
rai műveletekkel oldható meg. Jelen tanulmány szemlélteti a 
Markov-mátrlx felhasználásának lehetőségét mint stacioner, 
mint instacioner folyamat esetén. Könnyen algoritmizálható 
módszert mutat be állandósul Üzemeltetési folyamat matema­
tikai modellezésére. A példákon kívUl bemutatja a Markov- 
-folyamatok elméletének gyakorlati alkalmazási lehetőségeit 
is.
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