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RENDSZEREK ES FOLYAMATOK GRÁFELMÉLETI 
VIZSGÁLATA

Rendszerek vagy diszkrőt állapotterei folyamatok vizsgálatá­
nak egyik fontos lépése az eleinek, illetve állapotok közti 
kapcsolatok gráfban történő ábrázolása. Az így nyert gráf 
cstícsmátrixa alapján az összetett belső kapcsolatok mátrix- 
algebrai módszerekkel tárhatók fel. A tanulmány egy módszert 
mutat be, mellyel meghatározható egy gráf elérhetőségi mát­
rixa a szomszédossági mátrix ismeretében.

1. Bevezetés

A rendszer alatt valamilyen, egymással kölcsönhatásban 
lévő elemek halmazát értjUk. A rendszerek vizsgálata lénye­
gében a rendszer elemei között fenálló kapcsolatok feltá­
rása, mivel az egész rendszer viselkedése az elemek működé­
sének és egymásrahatásának összeségé. A rendszervizsgálat 
egyik fontos állomása az elemek közti - sok esetben bonyo­
lult kölcsönhatásokat isjelenthető - kapcsolatok tényének 
feltárása és gráfban.történő ábrázolása.

A diszkrét állapotterű - vagy valamilyen módon Így app- 
roximált - folyamatok ábrázolása a lehetséges állapotok és 
az állapotváltozások alkotta gráfok segítségével történhet. 
Ilyen például a [31 irodalomban található Üzemeltetési ti - 
pusgráf is.

A fenti két feladat megoldása - természetesen - a gráf­
elmélet felhasználásával történhet.
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vezzük. A fenti jelöl ősben szereplő /azt, a leképezést Je­
lenti, amely a szögpontok és az élek közti kapcsolatot adja 
meg.

Irányított gráfról akkor beszélőnk, ha az élek végpontja­
inak sorrendjére is tekintettel vagyunk, s ezt £ jV.iT./j -vei 
jelöljük.

A gráfelmélet a matematikának 
az az ága, mely a gráfoknak az ál­
talános, a szögpontok és az élek 
konkrét helyétől független, tulaj­
donságait vizsgálja. Történetét 
L&onard fruler 1736-ban megjelent 
dolgozatától számítják, amelyben a 
köriíngsbeirgí hidah problémája, né­
ven ismert feladattal foglalko­
zott. A kérdés az volt, hogy mi­
lyen úton lehet a Köningsborg vá­
ros Pr&gel folyójának Cl. ábrái 
mind a hét hídján átmenni, de úgy, 
hogy vissza kell térni a kiindulá­
si helyre és minden hídon csak 
egyszer szabad áthaladni1? Euier 
igazolta dolgozatában, hogy a fel­
adat megoldhatatlan.

1.ábra

Sokéi g úgy látszott, hogy az ilyenfajta feladatok nem 
különösebben Jelentősek. A XIX. század végén azonban a gráf­
elmélet egy sor fontos gyakorlati alkalmazását ismerték fel. 
Azóta a matematika ezen új területén a magyar matematikusok 
tollából sok cikk és tanulmány jelent meg és jelenik meg 
napjainkban is. Az első tudományos színvonalú könyvet ebben 
a témában egy magyar matematikus * Köriig t‘énes C nevét több 
gráfelméleti tétel viselii írta lS36-ban, címe: ÍTieoríé dér
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andlicht-n und uneiiűi ic/ien Gr-etph*n CA véges. ám .végtelen. grá­
fok el mél etej.

3. Gráfok és mátrixok

Az üzemeltetési folyamatok jellemzésére használt ügyne­
vezett üzemeltetési gráfok irányítottak. Ilyenkor az egymás- 
tél diszkréten elválasztott üzemeltetési állapotok a gráf 
szögpontjai lesznek, míg a Köztük fellépő lehetséges váltá­
sokat a gráf élei szemléltetik, meghatározva a változások 
Irányát is C2. ábra}.

Repülőgépek háborüs üzemeltetésének egyszerű 
tipusgráfja

1 - bevetés; 2 —  kisjavítás, illetve kisjavításra várás;
3 - folyő javítás, illetve folyó Javításra várás;
4 - üzemképes; 5 - vissza nem téríthető veszteség.

A rendszerek részegységei közti kapcsolatokat is gráffal 
lehet szemléltetni. Ha az egymással kapcsolatos elemek egy- 
másrahatása nem kölcsönös, akkor a gráf irányított lesz. 
Viszont ha a szomszédos elemek mindegyike kölcsönössen hat 
egymásra a kapcsolatokat irányítatlan gráf segítségével is 
ábrázolhatjuk.

A gráf élei közti kapcsolatokat az ügynevezett csúcs 
íszomszédossági, vagyadjacencia} mátrixszal lehet tábláza­
tosán megadni. Az irányítatlan gráf A-val- Jelölt szomszé­
dos sági mátrixa í-edik sör j—edik elérnének értéke 1, ha az
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i -edi k és- a j -edi k szögpontokat közvetlenül összeköti a gráf 
valamely éle, illetve O, ha nem. Matematikailag felírva:

1, ha van olyan él, amelynek két 
végpontja P^ és P . szögpontok

O, minden más esetben
Cl}

Irányított gráf esetén az 2 Jelű mátrix a .eleme pedig:

a . .r.;

1, ha van P -bűi induld és P ,-ba vezető él : t J

O, minden más eseten
C 2}

Könnyen belátható, hogy irányítatlan gráf esetén az ad- 
jacencia mátrix mindig szimmetrikus, míg irányított gráfnak 
szoraszédossági mátrixa antifzimmetrikus is lehet. A C3> 
egyenlőség a 2. ábrán 1 átható Uzemetletési tipusgráf csúcs- 
mátrixát adja meg.

I =
O 1 1 1 1  
0 0 0 1:0
0 0 0 1 O
1 0 0 O 0
o o o o o

C3D

Két gráfot izomorfnak tekintjük Cetkor a szögpontok és 
az élek közti viszonyok kölcsönösen 1eképezhétők}, ha csúcs- 
mátrixaik soraik és megegyező oszlopaik cseréjével azonossá 
tehetők. Például a 2. ábrán látható gráf szögpontjainak sor­
számait Ca 2. és S. állapotokat} cseréljük fel a 3. a ábra 
szerint. Ekkor a gráf szerkezete lényegében nem változik, a 
módosult csúcsmátrixot a 3. b ábra szemlélteti. Ha az új
mátrix 3. és 3. sorait és oszlopait felcseréljük, az eredeti 
& szomszédoSsági mátrixot kapjuk vissza.
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3. ábra

A gráfok áléi és szögpontjai közti kapcsolatot az úgyne­
vezett ál mátrixok segítségével tudjuk szemléltetni. Mivel 
további vizsgálatáinkhoz ezek nem szükségesek, definiálásuk­
kal most nem foglalkozunk.

4. Az elérhetőségi mátrix

Az elemek közti összetett kapcsolatokat a rendszer vizs­
gálati gráfjának úgynevezett elérhetőségi mátrixa Jellemzi.

Egy m szögpontból álló gráf elérhetőségi mátrixán azt az
m sorból és oszlopból álló D. mátrixot értJUk, ahol:=mxm

d. .
1 7

1, ha a P^ szögpontból a Pj szögpont 
valamilyen úton elérhető 

O, ha nem
C45

Egy adott rendszer vagy diszkrét ál1 apót terű folyamat 
gráfelméleti vizsgálatánál a fő feladat az elérhetőségi mát­
rix létrehozása. Ez a mátrix egy rendszer esetén például azt 
mutatja meg, hogy az egyik Caz i-edikD elem anomáliája ha­
tással van-e a másik C_/-edik3 elem működésére. Valamely fo­
lyamat vi zsgál ata esetén lsedig megadja azt, hogy mely álla­
potokból lehet mely állapotokba él Jutni.

A ISI Irodalom alapján az elérhetőségi mátrixot a szom­
szédossági mátrix hatványai segítségével tudjuk felállítani.
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4.1. A szomszédossági mátrix hatványai

;A mátrixszorzás szabályainak megfelelően határozzuk meg 
az m. x m méretű J adjacencia mátrix jelű négyzetmátrixá­
nak a. elemét az:

h l

l * J  í— u
» as s, j CSD

egyenleltel.

A korábbi defi hl dókat felhasználva kijelenthetjük, hogy

* . * a . = O
t * S * S t J

ha nem tudunk egy 1 épésben. el jütni az t'—edik szöppntból az 
s~edikbe Ca 
Cvagyis ha
s~edikbe Cazaz ha â, =03, vagy ha az s-edikb6'l a j’-edíkbe

s> J
= 05.

Ha: viszont egy --egy lépésben el tudunk jutni P^-ből P  -be
és P -bői P ,-be Cha a, = a . = 1> : s .? i»s- s, j

i . o a . . = 1
l , S  ír., J

így az Cc55 egyenlettel meghatározott értéke
*-> j

fenti szorzatok szummázása következtében - azt adja meg, 
hogy a gráf í-edik szögpontJából hány különböző úton tudunk' 
két lépéssel eljutni a _?-edik szögpontba.

Fontos itt megjegyezni, hogy jelen tanulmányban az utak 
különbözőségén az általuk érintett szögpontok, vagy azok 
sorr-énjének különbözőségét értjük. Az ugyanazon szögpontokat 
megegyező sorrendben tartalmazó, de más élekből álló utakat 
azonosaknak tekintjük. Ilyen eset fordulhat élő, ha a gráfon
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bellii két szögpontot egynél több él köt össze. Ezt az egy­
szerűsítő feltételt azért vezetjük be. mert végső célunk az 
elérhetőség vagy el nem érhetőség tényének megéliapitása a 
tényleges utak számétól függetlenül. Vizsgálatunk fő célja a 
gráfok szögpontjai közt meglévő kapcsolatok feltárása, ezért 
már a 3. fejezetben sem foglalkoztunk a gráfok él mátrixainak 
definiálásával:

Szemléltetésre határozzuk meg a C33 egyen!őgéggel mega­
dott adjacencia mátrix négyzetét, illetve az ^  négyzetmát­
rix első sorának negyedik elemét a mátrixszorzás szabályai 
és a 4. ábra alapján:

O 1 I l i
O 0  O 1 o

O 1 1 1 1
O O O 1 o

i o o a o 
1 o o o o

0 O O 1 o
1 0 O O O : 
O O O 0-0

0 O 0 :1 O
1 0 0 . 0 0  
o o o o o

1 o o o o 
o 1 1:1 1 
o o o o o

.4. ábra

a = O ü  + i *1 + 1 «1 + :l<.0 + :1 *0 * 3 , CSŐ
. ,4 .

ami érték azt fejeziiki, hogy az • 1. .ál1apotáből a 4. .álla­
potba két különböző ütőn tudunk két lépésben eljutni Cezt 
jelölik az 6. ábrán a szaggatott vonal aki).

/

m i
\

\

/
/

/

5. ábra
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Könnyen beláthat-ö, az 2 szomszédossági mátrix 2^-val Je­
lölt it-adlk hatványmátrixának eleme azt mutatja meg,

i.J
hogy h lépésben az 1-edik szögpontböl a j-edikbe hány egy- 
mástöl - a fenti értelmezés szerint - független dton lehet 
eljutni. Ennek a kijelentésnek pontos, matematikailag egzakt 
bizonyítása a [SÍ irodalomban találhatű meg.

4.2. A hatványmátrixok összegei

A hatványmátrixok

t *  = £  -  c73
■ n-l

összegévífl kapott összegmátrix b^ elérne azt adja meg,

hogy legfeljebb Jí lépésben az ijedik szögpontból a j-edikbe 
hány - egymástól független — ütőn lehet- eljutni.

Példaképpen adjuk Össze a korábban már meghatározott A 
és az A.., mátrixokat, ekkor egy olyan jelű mátrixot, ka­
punk, mely t-edik sorának j-&dik.eleme azt adja meg, hogy 
legfeljebb két. lépésben a P szögpontból hány kUlönbözű dton 
tudunk eljutni a P^.-bé- Esetünkben

b^ -a^. + a . , — 2 + 1 55 3 > CS5
*1.4 *t,4 *' +

azaz maximum két lépésben az 1. állapotból a 4-. állapotba 
három különbözó ütőn juthatunk él, melyeket a 6. ábra szag­
gatott vonalai jeleznek.
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x
X

í ' x

3 } "

8. ábra,

Képezzünk a ^mátrixokból fí̂  jelű mátrixokat az alábbi
függvény szerint:

ahol:

#J* = si9" íh

s*. = 3 i en b *. .
i.j i ,j

C9>

sign x =
1 , ha x > O 
O, Ka x = O 
-1 , ha x < O

•és nevezzük el ezeket a mátrixok szignum mátrixainak.

Az így kapott szignum mátrixok s^ elemei azt adják
i.J

meg, hogy legfeljebb M lépésben a gráf szögpontjából el
lehetr-e Jutni a j-edik szögpönjába - a C 43 egyenlettel meg­
adott elérhetőségi mátrixszal analóg módon-, azaz:

VJ

’ 1, ha a f, szögpontból a P  . szögpont 
maximum k lépésben elérhető Cl 03

O, ha nem



Mivel: egy m szögpohtból állő gráfban a leghosszabb le­
hetséges üt maxi műm m élből állhat, mely - a kiindulási 
szögpont ki vétel ével - minden hozzá tartózd szögpontot csak 
egyszer érint, a fenti mátrixműveleteket végezzük el m-szer.

4 , 3 .  A z  e l é r h e t ő s é g i  m á t r ix  m e g h a tá ro z á s a

I* & Im
s. 1
t- o 0 2 o 1 1 i 3 1 i i 1 1 1
1 o o O o i 0 0 1 o i 0 0 1 Ö
1 o 0 o 0 1 o o 1 o i o 0 1 o
o 1 1 1 i a 1 1 1 1 i 1 i .1 1
o .0 o o o 0 o o O O o o 0 o 0
3. lépés
2 i 1 1 1 3 £ 2 4 2 1 1 1 a 1
O .1 1 1 1 1 1 1 2 1 1 1 1 X 10. 1 1 1 1 ■■ 1 1 1 2 1 1 1 a i 1
i o o 2 o 2 i 1 3 1 1 i í i 1
o 0 o 0 0 O 0 0 0 O o o o o o
4. lépés
1 .2. 2 4 £ 4 4 4 8 4 ■ 1 1 1 X • 1
1 0 O 2 o £ 1 1 4 1 1 1, 1 1 1
i o O 2 o ' ’ 2 1 1 4 1 1 1 •' 1 1 1
2 1 1 1 1 4 £ 2 4 2 1 1 1 X 1
O o Ü 0 o O 0 O 0 0 0 .0 o o o
S. 1 épés
4 i 1 5 1 8 5 5 13 5 1 1 1 X 1
2 1 1 1 1 4 £ 2 5 £ 1 i . 1 1 i
2 1 i 1 1 4 2 2 5 2 1 1 i 1 1
1 2 4 2 S 4 4 8 4 ; 1 1 1 i 1
0 o o 0 0 0 Ö o 0 0 Q o o o o

7. ábra

Az Így kapott 3^ szignummátrix lesz a vizsgált gráf el­
érhetőségi mátrixa, A 7. ábrán az eddig vizsgált üzemelte­
tési tipusgráf szomszédossági mátrixának hatványai, a C7D 
egyenlettel meghatározott összeg-, valamint azok szigntm 
mátrixai láthatók. így a vizsgált üzemeltetési tipusgráf el—
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érhetőségi mátrixa;

S}

1 1 1 1  1 
1 1 1 1 1  
1 1 1 1  1 
1 1 1 1 1  
o o o o o

5. összefoglalás

C113

A fentiek alapján megállapítható, hogy egy m szögpontból
álló gráf A szomszédossági mátrixának ismeretében a D3 =iw<m a =mxm
elérhetőségi mártixa a

m

B = sign ^  A^
: n=l

egyenlettel meghatározható.

1125

Természetesen a bemutatott egyszerűi példa esetón a gráf 
megtekintéséből belátható, hogy az 5. állapot CszögponO ki­
vételével bármely állapotból bármely állapotba el lehet Jut­
ni. A gráfból az is kitűnik, hogy benne a - fenti feltétele^ 
két kielégi tó - leghosszabb dt három élből áll. Ez utóbbival 
magyarázható az, hogy a 3. ; á. és 5. lépéshez tartozó szig- 
num mátrixok egyenlóek. Mivel általános esetben, ha a szög­
pontok száma m a fenti kritériumnak megfelelő leghosszabb 
dt hosszát megadni nem tudjuk, ezért célszerűi vizsgálatunkat 
mindig h = m, -lg elvégezni.

Egy bonyolultabb gráf esetén a fenti megái1 apitdsok “be­
látása"’ könnyen nem lehetséges, Így az ismertetett módszer 
alkalmazása ekkor szükségessé válik.
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