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: RENDSZEREK ES FOLYAMATOK: GRAFELMELETI
o sl WIZSGALATA .

S nakegyik. fontos ldpdse az elemek,
“kapesolatok - grifban L8riénd sbrizeldsa,

algebrai mddszerekkel ‘tdrhatdk fel.
mutat be,

Worixaa szomszédasségz mét.rix ismeret.ében_

1. Bevezetds

A rondszer alaty valamilyen, ‘daymassal K&l estnhatdsban
lévs elenzk  halmazst &rt JUk v
gében a rendszer clemei kBzBti fendlls képcéolhték - ‘f'eblr.la—
Sra&sa,
sének &5 egymésrahatésdnak Bsszesége
egyik f onto§ Allomisa az- elemek k&zti
Clue kSlcsénhatssckat is' jelenthets

e I‘eltirisa és gr.ifban t.BrtémS Sbrizol.isa. SN

- lgok ‘eset.hlen & bo:?-yd'-

T roxd max t

B * 2 t.llapotval tozdsok: alkotta grdfok eegi tségével t&rténhet..
s Ilyen pel d&ul ‘a. (31 irodalomban tal 41 ha'.é Uzemel '.et,ési ti -

_pusgrlf 1s

A fenti két foladat megoldtsa - t.ormészetesen & grsr- '

: ‘,"‘ehnilet fe.lhaszntl‘sival t&rt‘nhet.

"grj ' 3‘8-‘%’.f~§i~‘:.1~-na ~

A ntmukauag ¢ [P £ - ~vel’ jowu. gufon : olyan

: alakzatotl: drilink an.ly

n,,asszdktﬂ.d E vonaldafabokbsl 411 A pont.okﬂ. a grlf szugpom.-
Jasinak vagy csﬂcsaimk. a vonaldarabokaet a grﬂ‘ éle&nok ne-

et Rendszer ek vagy ‘At szkret & 1 apc:tter ed f“al yamat. ok vi zsgél at..ﬁ-*

illetve &llapotek k&8zti

Az Lgy. Wyert tgrif
ecsUcsmAtrixa alapjdn az. dsszetett belss kapcsolat,ok mAtrdx=

A tanulminy egy médszert
nmellyel’ mghatzrozhaté egy’ grif. elérhegt,ﬁségi méf,—-»’

A rendszerék  vi z}ég'al ata lénye- :

mivel az egész rendszer - viselkedése az’ elemek mdkbdé- i

AP endszer vizsgdlat ' i

kapcsol at.ok Lényének -

A dtszkrét lllapotterd - vagy valam.llyen médon .(gy app— ol
- folyam'.ok ﬂ:rizalésa a lehetséges Auapotok és ‘

P pont.okbél Fre bxzonyos ponto)tat
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|
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vezzUk A fenti Jel&lésben szerepld ,’. azt a leképezést _je—
1enti. amely a sz&gpontok és az’ élek kBzti kapecsolatot adja
meg.

Irdnyftott grafrel akkor beszélUnk., ha az élek vgpont ja~
inak sorrendjére 15 tekintetiel vaqyunk, s ezt ;‘[P..E.ﬁ] —vel

Jek ol Uk

A grdfelmdlet & matematikinak

az az 4ga, mely a grafoknak az 41-
taldnos, a szééponi_ok és az dlek
konkrét helyétsl fliggetlen, tulaj-
donssgait vizsgdl ja. . Torténetét
Lecnard Euler 1735-ban megjelent
dolgozatdtsl szdmit jsk, amelyben a
kdningsbergi hidak pmbzémd ja. hé-
ven.  ismert- feladattal f‘bglalko—
“zott. A kérdés az volt, hogy mi ~
iyeﬁ dton lehet 2 K&ningsberg vid-
ros Pregel folydj&nak C1. &brad

- mind a st hidjdn dtmennd, de dgy,-
hogy vissza kell térni a kiinduld-
=l helyre. &s minden hidon  csak

egysze) szabad &thaladni? “Euler

igazolta dolgazatéban, hogy a fel- S

adat megoldhatatlan. _
1. 4bra

Sokiig dgy létszo\,t.. hogy ~az ilyenfajta feladatok hem
kUl ondsebben jelentdsek. A XIX. szdzad végén azonban' a graf-
éliné1é£ egy sé:r fontos gyakorlati alkalmazisit ismertéx fel.
T AzSta A matemat.vika ezen dj terUletén a magyar matémati kusok
toll4bsl sok cikk és tapulminy jelent meg &s jelenik meg
napjainkban is. Az el =5 t,,udoméynyos szinvonal il kEnyvvetl ebhben
- “t‘éinﬁban egy  smagyar },ma\v,emati kus; Kénig Deness Unevét tidbb
"’-_:_lrféfelmvél‘eti tetel viselid frta 1936-ban, cime: Theorie der.

n
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en.dl Lr'he-n und - arus-ud; u:hen Cz‘dphéﬁ & A véges és végte-x -y gr- a—
!‘ok ‘8 mé] eLeD :

(3. Grafok és m“‘:'f‘tr«i‘xai‘c :

AT t!zemeltetési folyamatok Jellem._ésére hasznilt ﬁgynew
-ve-zett uze-meltetési grafok lrﬁhyitottak Ilyenkc_ar az eg_ymés—-
L8l diszkréten elvidlasziott Uzemeltetésiv éllapatok a - grif
;zo‘-,pcmt jal lesznek, mig a k&ztik Telldps lehetséges valt&~
sokal a  grif. $lei szemleél Lnuk meghatér-ozva 2 véltozésok
ireinyét is ca Abral.,

2. dbra’
EepUlé‘gépek hibords. Uzemel Letésénelr bgyszerﬂ
: ti puz.gr' &fja

1 - bevetss; 2 - kisjavitas, 1lletve kstavILésra vérss
3 ~folys Javxt;s. illetve folyd: javitdsra viriss;
4~ Uzemkdpes; .5 - vissza nem térithetd veszteség.

‘A rendszerek részeqységei kdzti kapcsolatokat is gréffal

lehet szemldéltetni. Ha az egymdssal kapcsolatos elemek égy—'

misrahatdsa’ nem kdlcssnds,  akkor .a ‘graf irdnyftott lesz.

Viszont. ha  a szomszédés' ‘elemek mindegyiké kslcsbnsssen  hat:

egymisra . a- kapesolatokat. irdnyitatlan gr&f segitségével is
'xbrAzolhatJuk : S

A graf dlei’ k¥zti kapesolatokat. az ﬂgynevezett csdcsv,

Cszomszédossdgl . vagy adjacenci a) mitrixszal lehet Labléza—

tosan kmew.gadni,.‘ Az irényitatlan graf “A=val jeldlt ;zomszé-‘ '
dossdgl mitrixa i-2dik sor j-edik elémének &rtéke 1, ha az .
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Aedik 4 a j-edik z&gpontokat kdzvetlentil 55°zekbti a grét
v—valahely éle, il;etve_o.‘ha nem. Matematikailag felirva

1, " ha‘van olyan él.famélynék'két
‘végpontja-Pi és Pj sz8gpontok: Seqs

0, minden mds ésetben
Irdnyftott graif esetén az A jell matrix é;]..elemé pedig:

1, ha van P ~bSl induld és PJ.-ba' vezets &1
a, =4 R Tt SR Lo
0, minden mis eseben" V V

Konnyeri beldthatd, hogy irényftatlan gréf e°etén az ad—
‘iacencia mitris mindig szimmetrikus, mig irdnyftott grafnakA
Vszomszédossagl mAtrixa anti=21mmetr1kus“1s' 1éhét. A (3
2gyenl Ssfg . a 2. Abrin léthaté U"emetletési tlpu*gréf csics—
mAtTixAL adja meg. §

v

01111

000 1.0 .
A'=|o0010 &=>)
= 16000

G 0000

| Ket arifot izomorfnak tékintjﬁk Cekkor ‘a  Szdgponiok €s
az élek_kaztj'viazanyok kﬁlcsﬁnﬁsen 1eképezhet5k).fha csdcs-
méLEixaik soraik é&s ﬁegegyez& oszlopaik~c§eréjévei azonossd
Lehetdk . Példdul a8, 4brdn l4thatd grif szdgpont jainak sbr;
‘szdmait (a 2. és 5. &llapotokatd cserdl jlk fel a 3.a Abra
,szérint. Ekkor a,gréf szerkezete lényegében nem vAltozik, a
mbdosul t Kim' csmAtrixot a 3.b &bra szeml&lteti. Ha az dj .
métbix 2. &s B sorait és osvlopait felcserél]Uk &z ‘eéredeti
K SZDmu‘édoﬁségl métrixot kapJuk vissza



01111
yiuloeoedo
A =looo1io
Lo 10000
00010
L] o <

3: 4bra

A 'grifck &lei &5 szégpontjal kdzti kapesolatot az dgyne-
vézett élmitrixok segitsdgével tudjuk szemlsltetni. Mivel
tovdbbi, vizsgdlatdinkhoz ezek nem szlkségesek, definifldsuk-

kal most - nem t”r:oglalkozunk.
4. Az elérhetSségi mstrix

Az el emek ,kSzti"'&ssze't:ett kapcsolatokat a rendszer vizs-—
, gs‘la,u. gr:f‘jfénak ugynevezeu. ,elérhetéségi 'matrixa ‘,jellemz.{.

Egy m sz&gpontbdl élld gréf‘ elérhet.tsségi mét.rixén azt. az

Cm sorbdl ds’ oszlopbél 5116 D métr.‘ivxot. ért itk , “ahol s

1, ha'a P szt‘ogpontbél a P sadgpont _ :
=4 valamilyen dton. elérhetd : oA

'v'O,‘ ha nem

Egy -adott rendszer -vagy ‘At szkrét’ éjliyapotter.ﬂ' ’fol,yam.vat.
grifelméleti vi zsgélaténél' a & feladat az el drhetdsdgi mdt -
Corda 14Lrehozésa. Ez a mitrix ‘&gy"rend'sier esetén i:féldéul azL‘ .

mutatja meg. ‘hogy ‘az egyik (az t~edikd elem: anomsliéja ha-

- téssal van—e a masik. CJ—edich elem mdkBdéséreé. Valamely fo~ .
0 lyamat v.lzsg‘lata oset.én pedig megadja azt. hogy m_e;l-y.‘,éllya—,,

N

"poLokbél lehat mely 41lapotokba eljutni.

" A t2) irodalom alapJAn-Az elerhetaségi mAtrixot a Szom- .

'szédoséégi’ mitrix hatvdnyal segitségével tudjuk. fel A¥1ftani.

=




4.1. A szomszédossigi mstrix hatvdnyai

LA rhétriksiérzéé szabilyai nak még:"élel Séen r:atiroizdk meg

az m . x m méretd é adjacencia matrix. 52 ,jeiﬂ hégyzeimétrixﬁ:—

nak ‘a, o elemdt az: . ) S !
iy

" egyenlettel.
A kor4bbi definicickat fel haszndlva ki jelenthet jik, hogy

a, o a ;=D
Lo v .8,

ha ‘mem tudunk ey lépdsben el jutni az T eedik szdSpontbdl  az

s—adi kbbe Cazaz ha a, - = 02, vagy ha azx s—-edikbdl a erdi kbe .
. - s N

( { a = :

Cvagyis hav S O3,

Ha: viszont egy—-égy lépésben el tudunk _jut.ni' F‘t‘—bﬁl ‘Ps~be

&s F -pSl F ~be Cha a, =a_ . =12 :
s i ¥ [ A3 I .
s S Py Tt
Igy az %) egyenletiel meghatdrozott 25 értéke .~ a
: . ‘ c i, o
fenti szorzatok szummizdsa kdvetkeztidben -~ azt adia meg,

hogy 2 arif f-edik ?zi:igpont‘je’lbél hidny kil énbdzs dteon tudunk
két lépéssel el jutni - -a j-edik szdgpontba.

Fonteos {itt megjegyezni, hogy . jelen tahulm.inyban az utak
KUl SnbBz6ségdn az  Altaluk  érintett szdgpontok, vagy azok
sorrenjének kildnbbzdsdgét. ért jlik. Az ugyanazon szdgpontokat
megegyezs sorreéndben tartalmazd. de mds &lekbsl £115 utakat
azonosaknak tekintjtk. Ilyen eset fordulhat el&, ha-a gr-étoﬁ’
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‘beltil ket szigpontot egynél LSbb &l k&t Sssze. Ezt az egy-

szerds"ft‘k’s feltételt azdrt vez'étjlﬂc be, mart. végsd célunk  az
‘ elérhetdség yagy ek ‘hem érhetdség t.ényének megéllapﬂ,asa a
tény}.eges utak szdmétél fUQQetlenUL Vizsg&latunk fd célJa a
:gmi!‘ok szdgpontJai Bzt me-glévé kapcsolatok fe}.tirasa, ezért.

mér- a 3. fejezetben sem foglalkoztunk A grdt‘ok élmdtrixainak.

‘defini4l éséval

Szreml Sl tetdsre hatdrozzuk vmeg'a' €3 egyenl-ﬁgéggel »megé;

déett édjacéncié mAtrix ’ﬁégyzetét dlletve -az’ K négyzet.mét— :

Lrix elsd sordnak . negyedik elemét a métrixszorzés szabélyai
‘s .a 4. 4bra‘alapjdn:

01:17151 il o 10020
00010 "l owioino 14:0000:
00010 o 0000l = 1,000 0]
101000 © 11 .0:0.0:0 L0411
000 .0.0 |o0000; 0.0 0:00"
rdidbra’
081 41181 4 1l #1004 160 =R L, - c L@

fami “érték sazt ‘fejezi ki, -hogy-azil. idllapotdbsl a 4. vAlla-
ypotba két. kil 8nbdzd dton - tudunk két. lépésben ek jutpni  Cezt
jelBlik az /5. ébrén a szuggat,ou. vonalak)




. . Kbnnyen belithatd, az A szomszédossdgi mitrix & ~val fe-

. ) ) =k
~181t k-adik hatvidnymitrixinak- a, T eleme azt mutatja meg,
hogy & lépésben az i-edik sz&gpontbdl a.’ j-edikbe hény egy-
'mdsiél = a’fenti 'érﬁ-elmzé's;‘szerlvnt .~ fUggetlen’ Wton lehet
eljutnil. Ennék a ki jelentdsnek pontos, matematikailag egzakt

bizony{tdsa a [2) irodalomban Lalilhats meg..
14. 2. A hatvdnymftrixok dsszegei

A batvAnymstrisok

.Ek\*

W

7

‘M#_

3
]
=

dssregével kapott E

| Osszegmitrix b eleme azt adja meg,

o : i, ) ;
hogy legfel jeblb: k lépdsben az i-redik szdgpontbdl "a j-edikbe
hény - egymistsl nggetl‘env — dton lehet el jutni.

Pel daképpen adjuk Sesze a. koribban . mar ‘meghat.ér-ozott

{3

i

s azh é mEtrisokat, ekkor eqy alyan g 32l mAtrivot. ka—

=
Pk, mely i-edik  sordnak j-edik  eleme azi adj 2 med, hogy
}egfel jebb et lépésbern a F'l, szégpontbdl - hiny kil b'nbg'jzﬁ dton
tudunk el jutni a Pj—be.’Ese£Unkben ‘
b =4, +a, S=Eaei=3 ), _ ¢8>
1,4 “r.4 ' :
azaz  maximum kéf. lépésbhen "az 1. éllapotbél ca 4.  Allapotba
L h&rom kUldnbdzs  dton juthatunk "el, mel yeket a 6. 4dbra szag-

“gatett vonalai jeleznek.
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8. 4bra

képeézUnk_a,gk'mztfixokbél 2, jeld matrixokat az aldbbi
“FlUggvény szerint: N :

R~y

k AL

ahol:

sign x

45 neyezzUk el ezeket a 8, mitriyok szignum matrixainak.

Az igy kapot,t. szignum mALrixok Sh e;eméi".azt' adjdk
) v LAt

«‘meg,, hogy-. l-gfelJebb k lépésben a grif - P \szﬁgpontjébél' el |

vlehet.-e Jutni a J—edlk sz Bgponjdba ~ a. C4> egyenlet_tel meg—
;;adott e;érhet&ségi mét.rixszal analég médon- azaz:

i »-;i? ~ha_ & P szl:'ogppntbd.l a; PJ szdgpont.
maximum k- Iépésben elérhetd

0, ha. nem

Loy




4.3. Az elérhetdségi métrix meghatsrozdsa -

‘Mivel égy“m'sziﬁgpc‘mtbvﬂ 4116 gi‘éf'ban a leghosszablb’ ie-
netsdges !J'L: maximum, m &lb&S1 | Allhat, mely - “a kiindﬁlési
séﬁgpont ’ki vétel ével -~ ‘minden hozzi tartozd szdgpontot csak
‘egyszer érint, a fenti 'métrixmgveleieket véagezzlk el m-szer.

R 2k §h 2

‘ 2. 1¢pés . : _ : -
100 2 O 19011 31 1711 1 1
1706 0700 100 1 0 107071 0O
170 0. 0 0 10 .01 0 1. 0:0-1:0
01t 101 1 11 171 101 1
0000 0 0 0 0 0 0o 0.0 00 0"
3. 1epes §
2411 1 3. 2 2 4 2 1 14 1 1
O 111 .01 420 10724 a0y
o1 101 41 3 2T 171 10
1 o 08 0 21 181 1771101 4
6 0.0 0 O o 0 0 0. 0 000 .00
4. lépes i [ ek :
182 4 = 4 & 4. B 4 ERNE I B S
0070 270 2101 41 100 100 1
1 0020 2 11 a1 111 31
21 1011 4 2 2 a4 2 1o e
0 00 00 5 0 0 0 0 0.0 .0 00
5l lépss ) i
471 1 85 1 B 5 513 S 172 a1t
27111 4 2 2 8.2 11 11
21411 4 2. 2 852 11 110
12 2 a2 B 4 4 8 & R T R SOt
0.0 0.6 © o 0.0 0 0 0.0 0.0 O

7. 4bra

Az igy kapott gm szignummitrix lesz a 'vizs’gait grdf el-
érhetSségi métrixa, A 7. dbrdn az eddig vizsgalt Uzemelte-
tési  tipusgril szomszédossdgl mitrixdnak . hatvinyais Ta 7D
egyenlettel meghatdrozott bissszeg—-. valamint ‘azok Cszi ghum
mdtrixai ld&thatdsk. Igyva»vizsgﬁ_vlt Uzemeltetési ti pusgréf el-—
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CérhetSsdgt mAtrixa:

"

"
ORI R
OB B

5. Osszéfogl algs

'A‘fentiek alapian megdllapithatd, hogy egy~m?szagpdntbél

A116 gréf A szomszddossdgi m&Lri:\énak ismeretében a ‘D

'e'léx"helu@egl mdr tiaﬂ a

m ) .
D = sign E:‘éﬂ S a
n=l
egyenlettel megh;_ﬂ.arozhaté. : ) :

Természetesen a ‘bemutatott eayszerd pelda esetén a-grif

; megt,eki ntésébsl bel éthat.d. hogy az 5. éllapot. .(szdgponLJ ki~

vétglével ‘bArmely Allapotbél bérmelY 4Aliapotba el lehet’ Jut-

ni. A grafbsl az is kitdnik, hogy benne a - fenty fe} tétele-

ket kieldgits - leghosszabb Gt hirom €1b&l &11. Ez utsbbival
‘magyardzhatd az, hogy a 3. ;.4. és 5. lépéshez ‘tartozd ‘szig~
num mitrixok egyermldek. Mivel Altaldnocs esetben. ha a 'szd8g-

poht,ok szdma m. a fenti kritériumnak megfele.lcs 1eghossza.bb

at  hos=z4t megadni nem tudjuk, ezért célszerd vizsgélatunkat
f mindig k = m ~ig elvégezni.

Egy bonyclultabb grif esetén a fenti

1itssa” k&nnyen nem lehetsédges, gy az

ismertetett mddszer
»alkal mazidsa ekkor: szukéégessé valik. :

€11

Smoam -

megdllapitdsck: “bhe~

’
|
i
f
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