Dr.Pokoradl Léaszlé mk.szazados. faiskolai docens

RENDSZEREK ES FOLYAMATOK GRAFELKELETI
VIZSGALATA

Rendszerek vagy diszkrét allapotterei folyamatok vizsgalata-
nak egyik fontos Iépése az elemek, illetve allapotok kozti
kapcsolatok grafban térténd &abrazolasa. Az igy nyert graf
csdcsmatrixa alapjan az 6sszetett belsé kapcsolatok matrix-
algebrai modszerekkel tarhatéok fel. A tanulmany egy modszert
mutat be. mellyel meghatarozhaté egy graf elérhetéségi mat-
rixa a szomszédossagi matrix ismeretében.

1. Bevezetés

A rendszer alatt valamilyen, egymassal kolcsonhatasban
l1évé elemek halmazat értJUk. A rendszerek vizsgéalata lénye-
gében a rendszer elemei kozott fenallé kapcsolatok felta-
rasa. mivel az egész rendszer viselkedése az elemek mikodé-
sének és egymasrahatasanak oOsszesége. A rendszervizsgalat
egyik fontos allomasa az elemek kozti - sok esetben bonyo-
lult koélcsonhatasokat is Jelentheté - kapcsolatok tényének

feltdrasa és grafban torténdé abrazolasa.

A diszkrét allapotterei - vagy valamilyen moédon igy app-
roximalt - folyamatok &abrazolasa a lehetséges allapotok és
az allapotvaltozasok alkotta grafok segitségével torténhet.
Illyen példaul a C31 irodalomban taldlhaté Uzemeltetési ti-

pusgraf is.

A fenti két feladat megoldasa - természetesen - a graf-
elmélet felhasznalasaval térténhet.

2. A graf és a grafelmélet

A matematikailag £ -vei Jelolt grafon olyan
alakzatot értlink. amely a P pontokbél és bizonyos pontokat
0sszeko6té E vonaldarabokbél all. A pontokat a graf szégpont-
jainak vagy csucsainak, a vonaldarabokat a graf éleinek ne-
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vezzuk. A fonti Jelélésben szereplé (. azt a leképezést Je-
lenti. amely a szégpontok és az élek kozti kapcsolatot adja
meg.

Iranyitott grafréol akkor beszalltak, ha az élek végpontja-
inak sorrendjére is tekintettel vagyunk, s ezt J p>E.,/j -vei
jeloljuk.

A grafelm élet a matematikanak
az az aga. mely a grafoknak az al-
talanos. a szogpontok és az élek
konkrét helyétél fuggetlen, tulaj-
donsagait vizsgalja. Torténetét
Loonard Tulér 1730-ban megjelent
dolgozatatél szamitjak, amelyben a
héningsborgi KidaX problémaja né-
ven ismert feladattal foglalko-
zott. A kérdés az volt. hogy mi-
lyen Oton lehet a KbYiingsborg va-
ros Progol folyéjanak CI. abra)
mind a hét hidjan atmenni, de ugy.
hogy vissza kell térni a kiindula-
si  helyre és minden hidon csak
egyszer szabad Aathaladni? Euler
lgazolta dolgozataban, hogy a fel-

adat megoldhatatlan.

Sokaig Ogy latszott, hogy az ilyenfajta feladatok nem
kulonosebben Jelentések. A XIX. szazad végén azonban a graf-
elmélet egy sor fontos gyakorlati alkalmazasat ismerték fel.
Azbéta a matematika ezen Uj teruletén a magyar matematikusok
tollabol sok cikk és tanulmany Jelent meg és Jelonik meg
napjainkban is. Az els6 tudomanyos szinvonali konyvet ebben
a témaban egy magyar matematikus. Kénig Dénos Cnevét tébb
grafelméleti tétol viselik firta 1030-ban. cime: Thoorlo dér
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endlic/Zien und unendlich+n GrapKen <A végos 6n végtelen gra-

fok elméletei.

3. Grafok és matrixok

Az Uzemeltetési folyamatok Jellemzésére hasznalt Ugyne-
vezett Uzemeltetési grafok iranyitottak. llyenkor az egymas-
tél diszkréten elvalasztott Uzemeltetési allapotok a graf
szogpontjai lesznek, mig a koztUk fellépd lehetséges valta-
sokat a graf élei szemléltetik, meghatadrozva a valtozasok

iranyat is C2. abr

RepUldgépek haboriis Uzemeltetésének egyszer(
tipusgrafja

i - bevetés; 2 - kisjavitas, illetve kisjavitasra varas;
3 - folyé Javitas, illetve foly6é Javitdsra varas;
4 - Uzemképes; 5 - vissza nem téritheté veszteség.
A rendszerek részegységei kozti kapcsolatokat is graffal
lehet szemléltetni. Ha az egymassal kapcsolatos elemek egy-

masrahatdsa nem kolcsonés, akkor a graf iranyitott lesz.
Viszont ha a szomszédos elemek mindegyike kélcsondssen hat
egymasra a kapcsolatokat iranyitatlan graf segitségével is
abrazol hatJ uk.

A graf élei kozti kapcsolatokat az Ugynevezett csUcs
Cszomszédossagi. vagy adjacenciai matrixszal lehet tablaza-
tosan megadni. Az iranyitatlan graf A-val Jelélt szomszé-

dossagi matrixa i-edlk sor /-edik elemének értéke 1. ha az
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£-edik 06s x j-odik szégpontokat kozvetlenul 6sszekoti x graf

valamely éle, illetve O. ha nem. Matematikailag felirva:

., ha van olyan 61. amelynek kot
végpontja 0s Pj szogpontok

0. minden mas esetben
Iranyitott graf esetén az 2 Jelu matrix x”~j eleme pedig:

(1. ha van P~-b6i indulé 6s Py ba vezeté o6l

c2)
*</
o, minden mas esebon

Kénnyen belathaté, hogy iranyitatlan graf esetén az ad-
Jacencia matrix mindig szimmetrikus, mig iranyitott grafnak
szomszédossagi matrixa antlszimmetrlkus is lehet. A C3)
egyenléség a 2. abran lathaté Uzemetletési tipusgraf csics-
matrixat adja meg.

01111
00010
2 - 00010 C35
10000
0O00O0O

Kot grafot izomorfnak tekintjuk Cekkor a szégpontok o6s
az olek kozti viszonyok kolcsénosen leképezheték), ha csOcs-
matrixaik soraik 6s megegyez6 oszlopaik cseréjével azonossa
teheték. Példaul a 2. abran lathaté graf szogpontjainak sor-
szamait Ca 2. 06s 5. allapotokat) cseréljuk fel a 3.a abra
szerint. Ekkor a graf szerkezete lényegében nem valtozik, a
moédosult 2~ csdcsmatrilxot a 3.b abra szem lélteti. Ha az OJ
matrix 2. és 5. sorait 6s oszlopait felcseréljuk, az eredeti
2 szomszédossagi matrixot kapjuk vissza.
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01111
Gdoooo
X - oooio
10000
oool10

A grafok él16i és szogpont.Jal kozti kapcsolatot az Ogyne-
vezett 4lmatrixok segitségével tudjuk szemléltetni. Mivel
tovabbi vizsgéalatdinkhoz ezek ném szukségesek. definidlasuk-
kal most ném foglalkozunk.

4. Az elérhetéségi matrix

Az elemok kozti osszetett kapcsolatokat a rendszer vizs-

galati grafjanak ugynovozett elérhetéségi matrixa Jellem zi.

Egy m szogpontbél allé graf elérheté6ségi matrixan azt az
m s6rbél és oszlopbol allé matrixot értjuk, ahol:

1. ha a A£ szégpontb6l a P~ szégpont
valamilyen utén elérheté Cc43
0. ha nem

Egy adott rondszer vagy diszkrét allapotterd folyamat
grafelm életi vizsgalatanal a fé feladat az elérhetéségi mat-
rix létrehozasa. Ez a matrix egy rendszer esetén példaul azt
mutatja meg. hogy az egyik Caz i-edlk3 elem anomalidja ha-
tassal van-e a masik C/-odik> elem mi(ikédésére. Valamely fo-
lyamat vizsgalata esetén pedig megadja azt. hogy mely alla-
potokbdl lehet mely allapotokba eljutni.

A 121 irodalom alapjan az elérhetéségi matrixot a szom-
szédossagi matrix hatvanyai segitségével tudjuk felallitani.
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4.1. A szomszédossagi matrix hatvanyai

A matrixszorzas szabalyainak mogfeloléen hatarozzuk meg
az m x m méretdi ? adjacencia matrix Jel<d négyzetmatrixa-

nak a* elemét az:
i.J

Ch

egyenlettel.

A korabbi definiciékat felhasznalva kijelenthetjuk, hogy

ha nem tudunk egy lépésben eljutni az i-edlk szopontbdl az
e-edlkbe Cazaz ha a£ s = 0>. vagy ha az e-odikbé6l a >-edikbo
Cvagyis ha a~ j m 0>.

Ha viszont egy-egy lépésbon el tudunk Jutni P£-béi P~ -be
és P~-bél P~.-be Cha a£ ~ - atf j =

igy az C53 egyenlettel meghatarozott a, értéke - a

i.J
fenti szorzatok szummazasa kovetkeztében - azt adja meg,
hogy a graf i-edlk szogpontjaboél hany kUl6nbozé utén tudunk
két lépéssel eljutni a j'-edik szogpontba.

Fontos Itt megjegyezni, hogy Jelen tanulmanyban az utak
kUlénbozéségén az altaluk érintett szégpontok. vagy azok
sorronjének kulonbo6zéségét értjuk. Az ugyanazon szégpontokat
megegyezd sorrendben tartalmazé, de mas élekbél allé utakat

azonosaknak tekintjuk. Ilyen eset fordulhat elé, ha a grafon
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beltil két széogpontot egynél tobb 41 kot ossze. Ezt az egy-
szerlisit6 feltételt azért vezetjuk be. mert végsé célunk az
elérhetéség vagy el nem érhotéség tényének megallapitasa a
tényleges utak szamétél fuggetlentl. Vizsgalatunk f6 célja a
grafok szégpontjai kozt meglévé kapcsolatok feltarasa, ezért
mar a 3. fejezetben sem foglalkoztunk a grafok éIlmatrixainak

definialasaval.

Szem léltetésre hatarozzuk meg a C35 egyonlégéggel mega-
dott adjacencia matrix négyzetét, llletve az négyzotmat-
rix elsé soranak negyedik elemét a matrixszorzas szabalyai

és a 4. abra alapjan:

01111 01111 100 20
O 0010 0 00 10 100 00
00 O10 00010 1 00 0o
10 000 1 0 000 01111
O 00O O o oo 0o 000 0O
4. abra
a = 0.1 1.1 * 1.1 « 1.0 ¢« 1.0 - 2 . C6>
1.4
ami érték azt fejezi ki. hogy az 1. allapotabél a 4. alla-

potba két kulonboz6é Gtén tudunk két lépésben eljutni Cezt

Jelolik az 5. abran a szaggatott vonalaké.

5.abra



Konnyon belathaté, az X szomszédossagi matrix £~-val Jo-

161t X-adik hatvanymatrixanak a. olomo azt mutatja meg,
t.y

hogy h lépésben az i-edik szégpontbél a /-odlkbe hany egy-

mastél - a fenti értolmozés szerint - fuggetlen Gtén lehet

eljutni. Ennek a kiJélentésnok pontos, matematikailag egzakt

bizonyitasa a (21 irodalomban taladlhaté meg.
4.2. A hatvanymatrixok 06sszegei

A hatvanymatrixok

*-Y. % 5:5)

n»l

6sszegével kapott O. 6sszegmatrix b eleme azt adja mog.
i.J
hogy legfeljebb X lépésben az i-edlk szégpontbé6l a /-edlkbo

hany - egymastél fuggetlen - utén lehet eljutni.

Példaképpen adjuk 6ssze a korabban mar meghatarozott X
és az X2 matrixokat, ekkor egy olyar. §2 Jelli matrixot ka-
punk. mely i-edlk soranak /-odik eleme azt adja mog. hogy
legfeljebb két Iépésben a P£ szogpontbdl hany kiulénbozé atén

tudunk eljutni a P~.-bo. Esetiinkben

b - a ¢+ a -2 +1-3 . Cc8>

azaz maximum két lépésben az 1. allapotb6l a 4. allapotba
harom kulénbo6z6é utén Juthatunk el. melyeket a 6. &bra szag-

gatott vonalai Jeleznek.
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I Ss
'
mlk
KépezzUnk a rr-atrl xokbol Jellii matrixokat *2 alabbi
figgvény szerint:
5% - sis" I*
C»
s. | & sign b
i i.J
ahol:
1. ha x >0
slgn x O. ha x =0
-1. ha x <O
és nevezzuk el ezeket a matrixok szignum matrixainak.
Az igy kapott szignum matrixok s elemei azt adjak

i
meg. hogy legfeljebb h Iépésben a graf Pi szégpontJabol el
lehet-e Jutni a ~-edik szégponjaba - a C4} egyenlettel meg-

adott elérhetéségi matrixszal analdg médon-, azaz:
1, ha a Pi szégpontb6l a Pj szogpont

maximum h lépésben elérhetd Cl05

0, ha nem
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4.3. Az elérhet6ségi matrix lasghalarozisa

Mivel egy m szogpontbdl allé grafban a leghosszabb le -
hetséges Gt maximum n élb6l allhat, mely - a kiindulasi
szogpont kivételével - minden hozza tartozoé szégpontot csak

egyszer érint, a fenti matrixmiveleteket végezzik el m-szer.

8* I*

2. 1épés

1 0 o 2 O 11 1 3 1 11 1 2 1
1 0 o 0O O 1 0 0 2 O 1 0 o 2 o
1 o o 0 O 1 o 0 2 O 1 o o 1 O
o 1 1 1 1 11 2 2 1 11 2 2 2
o o o O o 0O 0 0 0 o O o 0 0 O
3. lépés

2 11 1 1 3 2 2 4 2 11 2 2 1
0O 1 1 i 1 11 1 2 i 12 1 2 2
o 1 1 1 1 11 1 2 1 2 2 1 1 1
1 0 0 2 o 2 2 2 3 1 11 2 1 2
o o o O o O 0 O 0 o 0O 0 0O 0o O
4. 16pés

1 2 2 4 2 4 4 4 8 4 11 2 2 2
1 0 o 2 o 2 1 2 4 1 11 1 2 1
2 0 o 2 o 2 1 1 4 1 11 1 2 1
2 1 1 1 1 4 2 2 4 2 12 2 2 1
0 o o O o O 0 O 0 o o 0 0O 0o O
S. lépés

4 1 1 5 1 8 S 513 S 1T 2 1 2 2
2 i 1 1 1 4 2 2 5 2 11 1 1 1
2 i 1 1 1 4 2 2 5 2 11 2 2 2
1 2 2 4 2 5 4 4 8 4 11 1 1 1
0 O 0 O o O O O 0o o 0 O O O o

7.4abra

Az igy kapott ~ szignummatrix lesz a vizsgéalt graf el-
érhet6ségi matrixa. A 7. &bran az eddig vizsgalt uGzemelte-
tési tipusgraf szomszédossagi matrixanak hatvanyai, a C75
egyenlettel meghatarozott o6sszeg-. valamint azok szlgnum

matrixai lathaték. igy a vizsgalt tGzemeltetési tipusgraf el-
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érhot6s6gi matrixa:

11111
11111
i - 11111 clo
11111
0000 o0

S. o6sszefoglalas

A fentiek alapjan megallapithaté, hogy egy m szégpontbol
allé graf ~rQON szomszédossagi matrixanak ismeretében a “Tocm
elérhotOségi martixa a

cl23

egyenlettel meghatarozhato.

Természetesen a bemutatott egyszerl példa esetén a graf
megtekintésébdél belathaté, hogy az 5. allapot CszégponO Kki-
vételével barmely allapotbdl barmely allapotba el lehet Jut-
ni. A grafbol az is kitlinik, hogy benne a - fenti feltétele-
ket kielégité - leghosszabb tt harom élbél all. Ez utébbival
magyarazhaté az. hogy a 3.; 4. és S. lépéshez tartoz6 szlg-
num matrixok egyenléek. Mivel altalanos esetben, ha a szdg-
pontok szdma m a fenti kritériumnak megfelel6 leghosszabb
ut hosszat megadni nem tudjuk, ezért célszerlG vizsgalatunkat
mindig h = m -ig elvégezni.

Egy bonyolultabb graf esetén a fenti megallapitasok "be-

latasa** konnyen nem lehetséges. igy az ismertetett modszer
alkalmazasa ekkor szUkségossé valik.
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