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KONFORMX S LEKEPEZESEK ES ALKALMAZÁSUK 

AZ AERODINAMIKÁBAN

A konformis leképezéseknek rendkivtll nagy a műszaki Je­
len tő sége  főként az aerodinamikában. A repülőgépek  

te rvezéséné l figyelem be k e ll  venni, hogy a levegő  miként 

áram lik p l. a szárny körü l. Ha a szárny  keresztm etszeteinek  

áramképei egyformák, akkor a t é rb e l i  probléma s ík ba  á t v i ­

hető , azaz komplex v á lto zó s  függvénnyel m eghatározható f e l ­

ad atra  egyszerűsödik.

Cikkünkben szerentnénk bemutatni a matematika ezen ágát és  

annak egy -  számunkra fon tos  -  g y ak o r la t i a lkalm azását. Az 

uj képzési rendszer k ido lgozásáva l kapcso latban  ped ig  gon­
do latok at akarunk é b re sz te n i, hogy e -  régebben már f ő l s -  

lánkon ta n íto t t  -  áram lástan i anyag ismét e l f o g l a l j a  méltó 

h elyét az AERODINAMIKA tantárgyban.

1 .A J jS lD fW ml s-.; eképeséS fo q » l  m*

Matematikai értelem ben leképezésen valam ilyen hozzáren­

d e lé s t  C m eg fe le lte té s t ) értünk. Tekintsük p l.  az A és a B 

halmazokat. Ha most az A halmaz minden egyes eleméhez rendre  

a B halmaz egy -egy  elemét re n de ljü k , akkor az A halmazt a B 

halmazba képeztük le .  J e lö ljü k  ezt a leképezést a következő
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módon <p: A -« B. Ha x m A Cha x  eleme A halm aznak). akkor a B 

halmaz azon e lem eit, amelyeket a <p leképezés az x elemhez 

ren de l, f»Cx5-el Jel ö l j  Uk és az x  elem képének nevez zUk. E 

képek ö sszeség* a képhalmaz, melyet f>CA5-val je lö l  (Jnk.

Ha a 1/LIO *  B. akkor az A halmaznak B haltnazr-a v a ló  le k é ­
pezésérő l van szó . ha a pCA> részhalm aza B-nefc, akkor azt  

mondjuk, hogy az A halmazt a B halmazba képeztük le.

A konfor S. 1 épezéseket. b izonyos fe lté te lek n ek  e le g o t  

tevő  komplex függvények v a ló s ít já k  meg a z  és a w komplex 

számsikok m egfe le lő  tartományai között. CMegj. : A tartom á­
nyok e s e t le g  az egész számslkok I s  lehetnek. 5

Tekintsük a z komplex számsik egy T tartományában levő  

z = x  ♦ y j Cahol J^ ■ -15 p on t ja it .  A w ■ fC z ) leképezés e  

tartomány pontja ihoz a w s ík  egy T* tartományának w = u ♦  vJ 

p o n t ja it  re n d e li ,  azaz a w = fCz> fUggvény a  z  s ik  T t a r t o ­
mányát a w s ík  T* tartom ányára képezi lo .  Az u+vj = f< x -*y j) 
m iatt a T tartomány T * - r e  v a ló  leképezése az u = uCx;y> és  a 

v  = v<x;y5 ké tvá lto zó s  függvények seg ítségév e l i s  megvaló­
s íth a tó .

A konform ls leképezésnél fontos követelmény, hogy a T és  a 

T* tartományok k özötti leképezés kölcsönösen egyértelm ű l e ­
gyen. Ez akkor t e l j e s ü l ,  ha az u = uC x;y ) és  a v = vCx;y5
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k étvá ltozós  függvények Jacobl determ inánsa a T tartomány 

pon tja iban  zé ru stó l különböző. azaz

minden C x .y j «  T -re .

éu év

éx éx

éu év

éy éy

Cl J

Ez a f e l t é t e l  e l ó i r j a  a le k é p e z é s t  l é t e s í t #  kom plex fü g g ­

vény számára a d e r iv á lh a tó s á g o t .  L é t e z n ie  k e l l  teh á t e g y  a

d fC z j  _ l ím  fC z+óz>  -  f e z }
“ 35----  Az - O ----------ZS----------  <2>

h a tá ré r ték n ek , m e ly e t a z fCzD kom plex fü ggvén y  d e r iv á lt já n a k  

nevezünk, a a v a ló s  a n a l íz is b e n  m egism ert f C z )  módon i s  J e ­

lö lü n k . Az f ’ CzD lé te z é s é n e k  szü k séges  és  e lé g s é g e s  f e l ­

t é t e l é t  a

éu év
~ S T ~ W

C3>
év éu

~Sy~ -  -* r

un. Cauchy-Rí emann -  f é l e  p a r c iá l i s  di f f  er énei á legyer.l etek 

fen n á llá sa  b iz t o s í t ja .  Ha ezek fen n á lln a k , akkor az f ’Czj az 

a lá b b i nódon I s  e lő á l l í t h a t ó

f  *Cz5 ~RT * > "R T

v a g y C O

f 'C z j
- w

év

Amennyiben az f 'C z j  a z^  pontban és *  pont «c-nyi környe­

zetében i s  lé t e z ik ,  akkor az fC z j függvényt a z q  pontban r e ­

gül ár Isnak nevezzük. Ha az fCz> függvény a T tartomány min­
den pontjában r e g u lá r is ,  akkor a T tartományban re g u lá r is .
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Legyen w •  fCz> függvény a z q  helyen r e g u lá r is .  és tegylik 

f e l .  hogy f'C z J  *  0. Fektessllnk *  z q  "ponton át egy  o lyan  

x «zC O  e lő á ll í t á s O  g gö rbé t. melyre z ít^J ez^  és  z ’C t^ éO . Az 

fCz3 függvény a g görbét a w képsík o lyan  g* w«fCzCt3> g ö r ­
b é jé re  képezi ie .  melyen a t Q paraméter értéknek az fC z^ ^ w ^  

pont f e l e l  meg. Képezztlk a w ■ fCzCt33 fUggvény t paraméter 

s z e r in t i  d e r i v á l t já t  a t Q helyen:

[  d  " d t c t ”  1 ■ f , ( í t V 5 * ’ e V  ’  f , < V  * ’ < V  c5>
Jt * t o

ez -  a fe l t é t e le k  m iatt -  zé ru stó l különböző.

J e lö ljü k  a g görbe z^  pon tbe li é r in tő jének  lrányszögét  

p -v e l , a g* gö rbe  wq  pon tbeli é r in tő jének  irányszögét y -v e l .

3. ábra

? = arc £ d f d tCt3  ̂ ]  *  a rc  t f * cV  z 'C t o>3 - 

l - l o
a arc  f ’C i 3 ♦ arc  z ' C t 3 ■ arc  f ’ t z  3 ♦  p. C63o o o

O íegJ.: a rc  z .  a z komplex szám irán yszögét, azaz a komplex 

számot k i j e lö l ő  vektornak a va ló s  ten ge ly  p o z it ív  irányával 
bezárt szögét J e le n ti . 3

A fe n t i egyen lőség geom etria i értelem ben azt J e le n t i ,  hogy 

a i q  pontban é r in tő v e l rende lkező  görbék képei a pontban
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sz in tén  rondelk eznek é r in tő v e l,  s  a képgörbe é r in t ő je  az  

erede ti görbe é r in tő jéh e z  képest arc  f*Cz> szögge l van 

e lfo rg a tv a .

Másképpen fogalm azva: az a szög. m ellyel a leképezés során  a 

g görbe e lfo rd u l nem fUgg a g görbe a la k já t ó l .

Legyen most és a z  sík  két egymást a pontban

metsző gö rb é je , melyek z q  pon tbeli é r in tő jének  lrányszöge
Px és i>z , a g j és g^ képgörbék lrányszöge  ^  és ^

Ekkor a C65 a lap ján

■ arc f , < V * <>i
*2  ’  * rC f , < V * •’a C7D

n  -  *2 ■ * i  - ■ V C85

azaz a z q  ponton átha ladd  görbék ér in tő in ek  h a jlá s sz ö ge  meg­
egyezik a képgörbék zQ-nak m egfe le lő  pon tbeli é rin tőinek  

h a jlá s sz ö gév e l. Azt mondjuk, a leképezés s zöo ta rtö  a z q 

pontban.

Ha a g görbét e l ő á l l í t ó  zC O  függvényre a z ’COxO a  t Q 

környezetében. f 'C z5  pedig  a z q környezetében fo ly to n o s,  
akkor s C O -v e l  J e lö lv e  a g görbén. S C O -v e i pedig a g* 

görbén a t^  paramétert} pontból szám olt £vhosszdságot -  

fe lh a sz n á lv a . hogy az ívh ossz paraméter- s z e r in t i  d e r iv á lt ja

•  | rC O |  -  adódik, hogy

d SCO  
dt l r - c V  * ’ < V l  ■ l ' ^ v i

r ds
l - 3 < r

A fen ti egyen lőség geom etriai tarta lm a az . hogy a z q pon­

ton áthaladó  különböző görbék £vhosszdságai ugyanolyan  

arányban torzu lnak , azaz a leképezés a rá n v ta rtó . CMegJ.: az
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| f’ CzoD| érték et l in e á r is  n yú jtási együtthatónak szokták 

nevezni.>

Az ily e n  szö g ta rtó  és arán y ta rtó  leképezéseket konform is 

leképezéseknek nevezzük.

Az előzőekben elmondottak az a lább i té te lb en  fog la lh atóak  

össze:

Ha a w »  fCz5 függvény a z pontban d i f fe re n c iá lh a t ó  és 

f * C z )  K O. akkor a w ■ fCzD függvény á l t a l  adott leképezés a 

z -ben  konform is. ezen leképezésnél arc  f*Cz> J e le n ti az 

e l fo rg a tá s  szögét . |f'Cz3| pedig a l in e á r is  n y ü jtá sl 
együtthatót a z pontban.

E té te l a la p já n  mondhatjuk: az fC z ) leképezés egy T

tartom ánybei1 konform itásához e legendő. hogy az fCz5 

függvény T-ben r e g u lá r is  legyen , és  f*Cz5 e  tartományban 

zé rustó l különbözzék.

Z, Lineáris. VörVf
v lzsQ á la ta

Egy, a fe lté te lek n ek  e le g e t  tevő  fC z ) függvény á lta lá b a n  

csak a z  s ik  egy T tartományát képezi l e  konformisan a w sík  

valam ely T* tartományára. Ha az fCz5 l in e á r is  törtfüggvény  

-  azaz ■ ^ a lak ü . ahol a ;b ;C ;d  komplex számok és
ad -be x 0 akkor a függvény a z  =* 0 és z *  co k iv é te lé v e l a

z komplex v á lto zó  t e l j e s  sík ján ak  kölcsönösen egyértelm ű és 

konformis leképezését v a ló s í t j a  meg *• t e l j e s  s ík já r a . Az á l ­

l í t á s  Igazsága  könnyen megmutatható.

Az k i fe je z é s  azonos á ta la k ítá s á v a l adódik
l in e á r is  tö rtfü ggvény  "Jó l keze lhető  a la k ja " :

be -  ad--- 5--

Minthogy az a d d it ív  < « ; jO  111. a m u lt ip lik a t iv  C#> konstans
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som a konform itást som a dórivá lh ató ságo t nőm b e fo ly á s o l ja  

C t . l .  az egyik e l t o lá s t  a másik nyú jtást és e l fo rg a tá s t  f e ­
je z  ki a komplex szám síkon). Íg y  az á l l í t á s t  e legendő az 

fC z ) = - i — típu sú  függvényekre igazolnunk.

A leképezés a x  = O é s a z = c o  helyek k iv é te lé v e l minde­

nütt konform is. h iszen

f ’ Cz) -  -  1 . x 0 C l i )
z tí

az egész z  síkon.

A kölcsönös egyértelm űség p l. az a lább iak  s z e r in t  i s  meg­
mutatható.

A z  s ík  o r ig ó  középpontú koncentrikus x2 + y2 ** r 2 k ö re it  

a szóbanforgó leképezés a w s ík  sz in tén  o r ig ó  középpontú 

u2 + v2 = 1g  k ö re ibe  v is z i  át. Ez a következő módon adó­

d ik . ír ju k  Fel a z  sík  köreinek p o lárkcord in átás  e l ő á l l í t á ­
sá t : x  = r cosp  ; y  *» r  sin*>, s  ig y  a z ■ r Ccosp ♦  J s ln p ).  
Ekkor:

”  “ rCi:> ‘  " T có .  p  ♦ J p t  *  - f -  Ceos *> *  •> « l "  •,5-

melyből a w = u ♦ vJ m iatt u «  —p— cos f> ; v  ■ -  — s in  i>.

Ezeket négyzetre emelve ér. összeadva kapjuk:

0 2 )

A z  s ík  o r igó b ó l in du ló  y = x  tg*> 

(p  x C2k'*l) g )  fé le g y e n e se it  v iszon t  

az fC z ) »  leképezés a -  s ík
v  *  -  u tg*> (#> x C2k+1) g )  f é l e ­
gyenese ibe v is z i  á t , az y tongely  

p on tja i pedig a v ten ge ly re  képződ­

nek le .  Ez pedig az t J e le n t i ,  hogy a

4. ábra
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2 sík  o r ig ó  középponti! köreinek és o rigóbó l k iin d u ló  f é l e ­

gyeneseinek m etszéspontjai a w sík  o r ig ó  középponti! köreinek  

és o rigóbó l k iin d u ló  fé legyen ese inek  m etszéspontja iba mennek 

á t . azaz a z  sík  p o n t ja it  egyértelműen képeztük l e  a w sík  

p o n tja ira .

A konform is leképezések g y ak o r la t i alkalm azásában nagy Je­
len tősége  van a kérOj , egymáshoz rendelés?. gj, -
vének. mely az a láb b i té te lb en  fogalm azható meg.

Tegytlk f e l ,  hogy a D és  D* egyszeresen össze fü ggő  tartom á­
nyokat a C és C* görbék h a tá ro ljá k , és hogy a T-ben re g u lá ­
r i s  é s  z á rt  T tartományban fo ly ton os  w = fCz> függvény k ö l­

csönösen egyértelm ű k apcso lato t l é t e s í t  C és  C* között. 
Ekkor fC5> J-nek T ' -r e  v a jó  <?r»*Á £
l^ ^ P ^ z é s é t .ad.la,.

A leképezési fe lad atok nál á lta lá b a n  két típ u s  kü lönböztet­

hető meg. Egy adott T tartományhoz és a f e l t é t e l t  k ie lé g ít ő  

függvényhez keressük a T* tartom ányt, vagy a T és T* ism ere­

tében a lekép ezést b iz to s ít ó  függvényt keressük. I ly e n  p l.  a 

ZsukovszkiJ leképezés i s .  amely a s zá rn y p ro fil k U lse je  és 

egy kö rlap  k U lse je  közti kölcsönösen egyértelm ű leképezést  

b iz t o s ít ja .  Az e lő z ő  té te l  értelm ében -  mindkét esetben -
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elegendő  a h atáro ld  görbék m eg fa le ltevésére  hagyatkozni, 

mert ebből a tartományok kölcsönös egymáshoz rende lőse  i s  

adódi k .

3. A Z su k ovszk i1 -fé le  leképezés

A leképezési függvénnyel szemben f ’C z} véges értékén tü l 
azt a követelményt i s  tám asztjuk, hogy az áram lást a 

v iz s g á lt  te s t tő l  távo l Ca végtelenben } ne v á lto z ta s sa  meg. 
Ennek a fe lté te ln e k  csak a

w ■ fC z } »  z  + — —  ♦ — + . . . C135
Z 7L

Cahol a^-k lehetnek komplexek i s }  fUggvény f e l e l  meg, h isz  

csak ez esetben t e l j e s ü l ,  hogy w «  z.

A legegyszerűbb  szárnym etszetet adó leképezés a Zsukov- 
s z k l j - f é l e  függvénnyel v a ló s íth a tó  meg. amelynél a^ valós  

szám Ctárgyalásunkbán 1-nek v á la s z t ju k } és a ^ "  a3= . . . = 0. 
A leképezési fUggvény tehát

fC z } »  w ■ z ♦ C IO

Cegyes szakirodalmak ennek - g — sze re sé t nevezik ZsukovszklJ  

függvénynek}. amely a szárnym etszet k ü ls e je  és egy kör k ü l­
s e je  közt l é t e s í t  kölcsönösen egyértelm ű leképezést.

Az f ’C z} = 1 -  «* 0 egyenletnek e le g e t  tevő pontokban,
a szögtartóság  nemz te lJ e s U l . Az o lyan  szárnym etszet. melynek 

h atáro ló  g ö rb é je  valam ely  pontban tö ré s t  mutat Cpl. a k i l é ­
p őé len }. a tö ré s t  nem mutató körből csak ügy képezhető, ha a 

törésnek m egfe le lő  körpont a leképezési függvény d e r iv á lt ­
jának zé rushe lye , melyben a  szögta rtóság  megszűnik. Minthogy 

a szárnymetszetnek re n d szerin t csak a k i lé p ő  é le  ily e n  pont. 
íg y  a leképezendő körnek á t  k e ll  ha lad n ia  az f ’ Cz} fUggvény 

egyik zérushelyén. A több i zérushelynek már a körön belU l 

k e ll  len n ie , h isz  egy síkidom  k ü lse je  és a kör kU lscJe kö­

z ö t t i leképezésrő l van szó. A szóban forgó  körnek tehát át
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k e ll haladn ia z  ■ 1 ponton.
y

V iz sg á lju k  a  w ■ z  + ~ -  

leképezést. Ez csak azon 2 pon­
tokra vonatkozóan le s z  k ö l ­
csönösen egyértelm ű, amelyekre 

Z j * 2 *  1. ha z x *  Zg. s az 

x2 ♦ y2 -  1 egységkört k é t­
szeresen  képezi l e  a [-2 ;2 1  

in terva llum ra .

A 2 = cos f) *  J s in  |> és

— — ■ cos p  -  J s in  p m iatt 
2 1

6. ábra w »  z ♦ ■ ■ ■ 2 cos p, azaz
u «2 cos p. Mivel 0 £ p  S 2n, 

Így  -2  £ u < 2. Az in terva llum ot az u tengely  mentén 

kettévágva képzeljük e l ,  s a " f e l s ő  s z é l "  a f e l s ő  fé lkö rn ek ,  

az " a ls ó  s z é l ” pedig az a ls ó  fé lkörnek  f e l e l  meg. Ekkor az 

x2 ♦  y2 > 1 Cazaz |z|>13 egységkör k ü ls e je  pedig a t -2 ;2 )  
szakasz k ü lse jébe  megy á t .  s a m egfe le lés  konformis és k ö l ­
csönösen egyértelmű.

ZZ///////,
V

'////////*
V,*¥/////,'#////#

7. ábra

A konform itás következik abbó l, hogy f 'C z5  *> -  1  ̂ *  0 a

|z| > 1 esetben , a kölcsönösen egyértelm ű m eg fe li lé s  pedig  

az a lább iak  s z e r in t  adódik.

A leképezés a z = r  (c o s  p  *  J s in  p"> C r> 0  köröket az

C15>
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k o n fok á lis  e l l ip s z is e k b e .  míg az o rigó bó l in du ló  f é l s u ­
garakat az

4 0 6 }

ugyancsak k on fok á lis  h iperbo lákba v is z i  á t .  s  ig y  minden 

egyes kör és f  ó l sugár m etszéspontjához rendre egy és csak 

egy e l l i p s z i s  és h iperbo la  metszéspont ta rto z ik .

Tekintsünk most egy o lyan  kü rt, amely az x2 + y2 = 1 kört 

< | z j * l }  az x *  1 pontban é r in t i ,  s az x  »  -1 pontot b e l ­
se jében  tarta lm azza. E rre a kö rre  alkalm azva a ZsukovszkiJ  

f é l e  w »  z  ♦ lekép ezést, az u. n. Z su k o vszk iJ -fé lő  dde-
p r o f i l t  kapjuk C8. á b r a } .

8. ábra

A d ű cp ro fi l pon tja i az adott kör pon tjainak egységkörre  

vonatkozó in v e rz ió ja  seg ítségév e l könnyen m egszerkeszthetek.

A z-nek m egfe le ld  m egszerkesztése az Q. ábra a lap ján

tö rtén ik , figyelem be véve hogy ha z irányszöge p, akkor az 

-á  pedig -p . KössUk össze  z - t  az o r igó v a l majd húzzunk 

z -bő l az egység körhöz é r in tő t ,  s  az M é r in tk ez és i pontból 
bocsássunk m erőlegest a O z -re , ta lp p o n t ja  legyen  z * . Ekkor 

az Oz’ M az OzM háromszögek hasonlósága miatt

Oz OH
"ÖR“  "ö z7 - 1
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azaz l.?.l— ** . vagy |z* | = |* r . ez t még a va ló s  ten ­
g e ly re  tükrözve kapjuk az - i — t. A 9. -ábra az in v e rz ió t ,  a 

10. pedig  a dvlcpro fil egy pontjának m egszerkesztését 

m utatja.

9. ábra 10. ábra

V iz sg á lju k  most az a láb b i leképezési problémát.

Legyen adva a w síkban egy o lyan  körvonal, melyre AC-2;03. 

BC2;03 és  az Í v  a képzetes ten ge ly t & 2b j -ben m etszi. Te­
kintsük most a z síkon az t a C* k ö rt. amely a va ló s ten ge ly t  

-1 és 1 -ben m etszi, középpontja pedig a képzetes tengelyen  

b j-b e n  van. Keresetik meg az AB i v  konform ls leképezését a C* 
kör k ü lse jé re .
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Megmutatható, hogy ©2 a l e k é p z é s  éppen a ZsukovszkiJ  

függvénnyel lehetséges .

A b iz o n y ítá s  gondolata a követ­
kező. Az «  o *  ^ leképezés a w 

sík  AB ivének k ü lse jé t  az w képsík  

olyan o rigó bó l k iin d u ló  fé le g y e ­
nesének k ü ls e jé re  képezi l e ,  amely 

a va ló s  ten ge ly  negatív  fe lé v e l  a 

szöget zá r be. Alkalmazzuk most a 

z  s ík  megadott kö rére  az

<0 - T - ) Cl 7 )

leképezést Ez a leképezés az adott kör k ü ls e jé t  az u> képsík  

fen t e m líte tt  félegyenesének k ü ls e jé r e  képezi 1«. íg y  a két 

leképezés "e gyen lő ", tehát

v  -  2 
w ♦ 2

2
)• C 1 83

melyből a műveletek e lvégzése  és  rendezés után a w ■ z + ^ 

adód!k .

Ha most a z  s ík  C ' kö rét, az t a z “ 1-ben é r in tő  K kö rre l 
vesszők körbe, s  e r r e  a K körre  alkalmazzuk a ZsukovszkiJ  

leképezést, akkor az AB iv e t  k ö rü lfo gó  Z su k o vszk iJ -fé le  

szárnypro f11 hoz Jutunk. Ekkor a k ilé p ő  é l " f ö ls ő "  és " a ls ó ” 
iv e  éppen az AB i v  -  a vázvonal -  B p on tbe li é r in t ő je  le sz .
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Végül megemlítjük az ü.n . Kármán -  T r e f f t z - f é lo  p r o f i l t .  

Ennek lén yege, hogy olyan leképezést alkalmazunk, amely a z 

sík  va ló s  tenge lyét -1  és 1 pontban metsző Kj kört a w sík  

olyan  körivkétszögére  képezi l e .  melynek csúcspontja i w -  -a  

és w ■ a. Vegyünk f e l  a z  síkban egy o lyan  Kg kört, amely a 

Kj kört ta rta la z z a  és z = 1 pontban é r in t i .  Ekkor a Kg kör 

képe az e m líte tt  p r o f i l  le sz .

Megmutatható, hogy ha 6 ■* n Có ta r t  n -h e z ). akkor ebből a 

ZsukovszkiJ p ro fi lh o z  Jutunk.

4^_A. s ík  ár ami ások l e í r á s i  médiai

Találunk o lyan  áram lásokat, ahol az egymással párhuzamos 

síkok áramképei -  sebesség és á l la p o t je l z ő  e lo s z lá s a i -  meg­
egyeznek C ilyen  a "v ég te le n " szárny  k ö rü li á ram lás). Az 

Ilye n  áram lásokat, amelyeket sikáram i ásóknak nevezünk, l e g -  

cé lszo rű bb  a komplex számsíkon v iz s g á ln i.  Azaz:

Ha az áram lás in stac ion e r, term észetesen a sebesség a t  id ő  

függvényében i s  v á lto z ik .

z

14. ábra

CIO)
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ö rvtfnyment.es áramlás esetén lé te z ik  egy sebesség i poten­

c iá ln á l: nevezett -  Jelen  esetben  7 *> Cx+yJ) fUggvtfny, amely­
ből grad iens  képzéssel szárm aztatható a sebességtér:

ő y  Cx*yJ)
Ő x.

y T y

C20)

Sikáram lásban a sebességvektorok a sebesség i té r okv ipo ­

t e n c iá li s  v o n a la ira  Cahol a p  függvény é rték e i á llandóak5 
merőlegesek C15. á b ra ).

Vezessünk be egy y  Cx*yJ) függvényt, amely függvény és  a 

sebesség komponensek között az a lább i k apcso lat á l l  fenn:

x  ő  y
C21)

c - _ 0y 6  x

I ly e n  y függvényt á lta lá n o s  esetben sa jn os  nem ta lá lu n k , 
de összenyomhatatlan közeg forrásm entes s lkáratn lása esetén  

lé te z ik  I ly e n  sk a lá r té r . Ekkor minden áramvonalhoz y e gy - 

-egy  m eghatározott é rték e  rendelhető. Ez azt j e le n t i ,  hogy 

az adott pon tbe li sebességvektorok egy y *  á lla n d ó  gö rbe  é -  

r ln tő i lesznek 0 5 .  áb ra ).  Ezt a y  függvényt áramfUggvénynek 

nevezzük.

15. ábra

A C20> és C21) egyen letek egybevetése a la p já n  m egá llap ít ­
ható. hogy a sebességi p oten ciá l és az áramfUggvény örvény  

és forrásm entés sikáram iás esetén  a
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C221>

0 *  _ *V>
* * r  ~ w

~ W ~Sx~

egyen letek s z e r in t  kapcsolatosak egym ással. Ez utóbbi egyen­
letek  v iszon t a la k i la g  megegyeznek a komplex függvények d i f ­
fe ren c iá lh a tó ság i f e l t é t e l e i t  k i fe je z d  Cauehy-Riemann p a r c i ­
á l i s  d iffe re n c iá le g y e n le te k k e l C lá sd  C35 egyenletű.

Ez a lap ján  tehát a z ■ x ♦  y j  számsíkon képozhetó egy

WCz> = |JCz3 ♦ J *<z3 C235

alakú -  komplex potenciálnak nevezett -  függvény. Ez egy  

o lyan  re g u lá r is  kom piexváltozós függvény, amelynek a fC z )  
sebességpotenc iá l a v a ló s , a yCz3 áramfüggvény pedig a kép­
ze tes  része . A komplex potenciá l

dWCz3
3z C24D

d iffe ren c iá lh án yad osa  az adott pon tbe li sebességvektor kon- 

Jugá ltJát ad ja , amelynek abszo lü t é rték e  megegyezik a sebes ­
ségvektor ab szo lü t érték éve l.

A komplex potenciá l bevezetése számos elónnyel Jár. P é ld á ­
ul bonyo lu ltabb áram lás sebességte ré t meghatározhatjuk több  

ism ert, egyszerűbb sebességtér komplex potenciá lján ak  ö s z -  
szegzése s e g íts é g é v e l.  Mind fo rr á so s . mind örvényes sikáram - 
lá s  le ír h a tó  komplex p o t e n c iá l la l ,  ami csak sebességi poten­
c i á l l a l  vagy áramfüggvénnyel nem tehető  meg.

Most ismerkedjünk meg röviden néhány egyszerű  áramkép 

komplex p o te n c iá ljá v a l.

Pfobuzam os.sik.jrafrlás
Ekkor a s ik á r ami ás sebessége mindenütt egyen lő  és az áramvo- 

nalak párhuzamos egyenesek. Így  a komplex p oten ciá l:
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WCzi = C z <23i

ahol C egy á lla n d ó  komplex 

Szám. Ha az áram lás párhuzamos 

a va ló s  tengői 1 y e l . akkor C 

va ló s  szám <10 . á b rá i.

WC z i •

f= c onst. <Í5const

J

X

16. ábra

A pót énei á l os ör-vóny sebesség  

megoszlása a sugár függvényében  

h ip e rbo lik u s . Így  áram lása az 

örvényvonalon k ivő l örvénymentes. 

Ha a koord inátarendszer kezdő­
p on tját az örvényvonal és az 

áram lási s ík  d ö féspontjába  he­
lyezzük. akkor az áram lás komplex 

p o ten c iá lja :

J - g j j -  In  z . <205

ahol r  az örvény erőssége . Az áramvonalak az o r ig ó ra  koncen­
tr ik u s  körök, az ek v ip o te n c iá lis  vonalak pedig a kezdőponton 

áthaladó  egyenesek C17. á b r á i .

Forrás_vagy nyelő
Az áram lási té r  azon p on tjá t, amely szUntelen lll fo lyadékot 

bocsát ki és onnan minden Irányba egyen letesen  e l fo ly ik ,  

fo rrásnak nevezzük C löa. á b rá i.  N ye lőrő l akkor beszé lőnk , ha 

a sebesség érte lm ét e lle n k e z ő jé re  v á lto z ta t ju k , mert ekkor a 

középpontban á llandóan  fo lyadék tűnik e l  C l8b. áb rá i.

Az o r ig ó  középpontú s ík b e li  fo r r á s  komplex p o te n c iá lja :

W Czi -  - g j j -  In  z  . <27i
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ahol q -o t  forrásbőségnek nevezhetjük. Ekkor az áramvonalak 

az o rigóbó l k iin d u ló  egyenesek. melyek, az o r ig ó  középponté 

kór a lakü  ek v ipotenciá l i s  vonalakkal a lk o t já k  az áram lást 

Jellem zó h á lózatot.

18. ábra

Dipólus
Azonos in ten z itá sú  fo r r á s  és nyeló m egfe le lő  szu perpoz íc ió ­
já v a l úgynevezett d ip ó lu s  áram lást kapunk.

Legyon a va ló s  ten ge ly  -Ax pontjában egy q>0 bőségO f o r ­
rá s .  a -*£x pontjában ped ig  egy -q  bóségű nyelő  C l6a. áb rá i.  
NevezzUk e l a d ip ó lu s  momentumának az

C28Í
mennyi s é g e t .
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A momentum akkor i s  á lla n d ó  marad, ha a fo r r á s t  é s  a n y í­
ló t  közöli tjük egymáshoz, azaz:

AJC1™ 0  Cq 4x) «  M «  const. C2Ő)

I ly e n  f ö l t é t e l l e l  egy o lyan  képződményt kapunk az origóban , 
amely a bal fé ls ik b a  fo lyadékot bocsát k i .  míg a Jobbo lda­
l i r ó l  ugyanannyi fo lyadékot nyel e l .  Egy i ly e n  d ip ó lu s  áram- 

vonalai és ek v lp o ten c iá l i s  vonalai lá thatók  a lö b .áb rán ,  
kompiox p o te n c iá lja  pedig a következőképpen Írh a tó  le :

WCz) -  C30)

Az eddig le ír ta k  fe lh a sz n á lá sá t  a következőkben mutatjuk 

be.

5- P r o f i l  kö rü li nyom áseloszlás v iz s g á la ta

E lőször helyezzünk egy d ip ó lu st  a v a ló s  te n g e lly e l párhu­
zamos áram lásba. A két áram lás komplex potenciá lján ak  ö ssze ­
geként -  a szu perpoz íc ió  e lv e  a lap ján  -  az eredő  áram lás 

komplex p o te n c iá ljá t  kapjuk meg:

W ( z )  -  C z + C31)

A fe n t i egyen le te t k i fe j t v e  megkaphatjuk az adott áram lás 

ár amfüggvényét:

V Cx ♦  y j>  ■ C y -  - J ! ------- . y  .  . C3Z>
x  ♦ y

Különleges e se te t  képez az az áramvonal, amelyre a y ■ O. 
Ennek a fe lté te ln e k  e le g e t  Lesz az r fl ® y/ sugá r0

o r ig ó  középpontü kör. Mivel ezen az áramvonal körön nem lé p ­
het át fo lyadék , a körön b e lü l i  és a körön k ív ü li áramlások 

egymástól fü ggetlen ek . A körön k ív ü li áram lás áramképe az 

id e á l is  közeg körhenger k ö rü li áram lását m utatja C20. áb ra ).

Természetesen az összenyomható és sú r lód ásos  közeg körhen-
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ger k ö rü li áram lása © ltö r e t tő l az á ram lá stó l, de ez az 

áram lás a lap ot ad a szárnymetszetok körül k ia la k u ló  áram lás 

viz sgá la táh oz . A kört -  mint az a cikk ©ls<5 fö l  óben l e í r t a k ­
ból k itűn ik  -  egyszerűen leh et szárnymetszetekhez hasonló  

görbóvó transzform áln i.

A körhenger kö rü li áram lás komplex p otenciá lján ak  d e r iv á ­
lá s á v a l az adott pon tbeli kon jugá lt sebessóget kapjuk meg. 
Jelen esetben:

Ha pedig ism erjük a kör p on tja iban  a sebesség nagyságát, a 

B ern ou lli egyen let fe lh a sz n á lá sáv a l meghatározhatjuk a  kö r­

henger k ö rü li nyom áséiősziást i s  C20. á b r a } .

Helyezzünk e l egy r> l sugarO körhenger kö rü li áramkópet 

ügy a z  komplex számsíkon a v a ló s  ten ge ly re  szimmetrikusan, 
hogy a hátsó  to rlópon t a <-1 pontban legyen. Ekkor a Zsukov- 
s z k lj  f é l e  lekópezós alkalm azásával C lásd  Ő. áb ra } a 3. f e ­

jezetben  l e í r t  módon megkapjuk a d ü c p ro fi l k ö rü li nyomáséi-  

őszi ást.

M iért ig y  k e ll e lh e lyezn i a körhengert a z számsíkon? Az­
é r t  mert a ZsukovszklJ leképezés a -1 pontban -  mivel o t t  a 

függvény d e r iv á lt ja  zérus -  e lv e s z t i  a s zö gta rtóságát. íg y  -

20 ábra
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a ZsukovszkiJ p r o f i l r a  Jellem ző -  kés ó le s  k i l é p n i  a laku l 
k i. I l l e t v e  az r Q > 1 egyen lő t!épség  m iatt a másik k r it ik u s  

pont C2 = 15 a kör b e ls e jé b e  kerU l. A körön be lU l k ia la k u lt  

de a körön k ív ü l it ő l  fü gge t len  áram lást nem képezzllk l e  a w 

képsíkba. A nyom áseloszlás meghatározásához a kör leképezése  

szükséges. Ka az áramképet akarjuk szem lé ln i, a kört és a 

r a jt a  k iv lll lévő  tartományt k e ll leképezn i.

A konformís leképezés szögtartósága  m iatt a z  síkon  levő . 
egymásra merőleges görbék a w képsík egymásra m erőleges g ö r ­
b é ib e  mennek át. Ezek a görbék lehetnek akár egy áram lás ek - 
v ip o te n c iá lis  és áram vonalal. í g y a z s ík ra  megadott áram- 

K^ppek , n,.w.sl.korv 1 R .«3 y_-foa.'Pfcép . f f t í A  fe la d a t  megol­
dása ekkor a következő módon tö rtén ik : a s z á rn y p ro fil  k ü l-
5SJÍ1 Cahol az áram lás tö r té n ik !> transzform áljuk  egy kö rlap  

k U lse lé r e , majd az e red e ti problémát k ö r lap ra  fogalmazzuk 

á t ,  megoldjuk és a transzform ációt az "e llen k ező  irán y ba "  

alkalm azva kapjuk az e red e ti fe la d a t  megoldását.

Az előzőekben l e í r t  körhenger körU ll áram lásra szuperpo - 

náljunk még egy T erősségű  p o ten c iá lo s  örvényt i s .  Ekkor az 

áramkép egy fo rg ó  körhenger kö rU ll áramlásnak fog  m e g fe le l­
n i. amely a 21. ábrán lá th a tó . Az áram lás komplex poten­
c i á l j a  pedig

21 . ábra
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le s z .  Természetesen most i s  meghatározható a körhenger Scö- 
rU il  nyomáséi o sz lá s . Ha ez t az áramképet az e lűz  ű módon e l ­
helyezzük a z komplex számsíkon és a ZsukovszkiJ vagy a Kár- 
m án-Trefftz műdön leképezzük a w szám síkra C lásd 13. és Iá. 
á b rák }, akkor ogy s zá rn y p ro fil  k ö rü li áramképet kapunk.

Az á l ló  körhengernél le ír t a k  a lap ján  meghatározható az 

szá rn y p ro fil kör Ilii nyom áseloszlás és ebbűi -  id e á l is  közeg 

áram lása esetén  -  a ke letkezű eredű fe lh a jtó e rű  i s  C22 . 

á b ra }.
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