Sandor Endre fdiskolai docens:

A FELADATMEGOLDAS NEHANY ELVI, MODSZERTANI
PROBLEMAJA

hanem minden pedagégus, de f6ként természettudomanyos gondolko-

dast igénylé tantargyat tanité tanar talalkozott a hallgatok t&bségoének
azzal a problémajaval, hogy nem tud hozzékezdeni a feladat megoldaséahoz.

Jelen cikkben - teljesség igénye nélkul,

tegy gondolatébresztésul - sze-
retnék egy-két gondolatot folvetni, néhany forrasmunkara és a tapasztalatra

témaszkodva arra vonatkozéan, hogy miként érzem "jonak" 8 gondolkodas for-

malasat, hogy yen stratégiat képzelek el altaldban a feladatmegoldas

wjgtanitasat illetéen.

A probléma meglehetésen komplex és sok oldalrol megkozel itheté. Min-
denesetre a gyakorl6 pedagogus érzi, hogy a feladatmegoldé érak, az ismere-
tek gyakorlati alkalmazasat igényl6 foglalkozasok megszervezése és vezetése

az egyik legnehezebb didaktikai feladat. A médszertan szorint is helytelen

az a gyakorlat - mégis tipikus -, amikor egy hallgaté dolgozik a tablanal,
és onalloan vagy a tanar segitségével, esetleg a szskasz bevonasaval, meg-
old egy feladatot. A szakasz bevonasa ilyenkor rendszerint abbél all, hogy
valamelyik hallgaté a helyén iilve elvégez cgy-egy részmiveletet, s annak

eredményét hangosan diktalja. Ekkor a szakasz nagy része masol.

Az ilyenfajta gyakorlasbol a szakasz egyetlen hallga

a sem profi-
T

A helytkon tlé hallgatok tobbsége nem gondolkodik a feladat megolda-
san, hiszen az a felel§ gondja, a tablanal dolgozé hallgaté munkajat pedig
a tanar allandéan megszakitja azzal, hogy cgy-egy részletet massal végeztet
e

A leghatékonyabb médja a gyakorlasnak az, ha minden hallgaté teljesen

onalloan oldhatja meg a széamara kitlzott feladatot vagy feladatokat.

Feladatunk tehat megmuta azt az utat, o gondolkodasnak azt a mori-

jat, amelyet altalaban kovotni kell a kitlzott feladatok megoldasa soran.



Latnunk kell azt is, hogy a matematikai problémak megoldasaban valé jartas-
sag altalaban a problémamegoldé gondolkodas képességét hivatott kifejlesz-
teni. Végsosoron ez adja - foként az alap- és kozépfoku képzésben - az is-
kolai matematika-tanitads nagy jelentSségét, és ezért mondjuk 8Zt, hogy a
matematika-tanitas elsédleges és legfontosabb feladata az 6nallé gondolko-

dasra, problémamegoldasra nevelés.

A tanitas soran el6fordulé matematika feladatokat két csoportra szok-

tak osztar oyakorl6- vagy tipusfeladatok, 111. gondolkodtaté feladatok.

A gyakorl6- vagy tipusfeladatok altalaban olyan feladatok csoportjat jelen-
tik, amelyek az elméleti o6sszefiiggések, formulak, tipuséijarasok kozvetlen
egyszeri alkalmazasat kivanjak meg. Természetesen e feladatcsoport a maga
szintjén 1is gondolkodtaté, hiszen a tanarnak tudatosan fel kell hivnia a
hallgatok figyelmét azokra a feltételekre, jegyekre, amelyek sz adott elja-

ras alkalmazasat lehet6vé teszik, 1Tgy az el6z6 felosztas nem feltétlen

helyta Tipusfeladatta egy feladat akkor valik, ha mar annyiszor oldot-
tdk meg azt a tipust, hogy a gondolatsor automatizalt készség szintjén je-
lentkezik, a feladatot “gondolkodas nélkil™, konnyiiszerrel is meg tudjak
oldani. A se* egyforma vagy hasonlé tipusfelodat megoldasa nem viszi el6re
a hallgatokat a matematika-tanitas altalanos célja felé, ti.: azt a bizo-
nyos feladattipust meg tudjék oldani, de ezeken keresztill nem feltétlenil
sajatitjak el a feladatok megoldasanak altalanos technikajat. A sablonfela-

datok mégis szilkségesek a matematika oktatdsaban, hiszen az i

leretek rog-
zitését segitik eld, de pusztan csak a sablonfeladatok megoldasa, a eegol

dasi moédszer gépies gondolkodas szintjén, ok-okozati Osszefiiggések nélkili

gyakoroltatasa, begyakorlasa megbocsathatatlan dolog.

Véleményem szerint a fenti probléma élessége tompithaté, ha a felada-
tok megoldasanak médjat - még a tipusfeladatokét is - akként rajtatjuk meg,

hogy megvilagitjuk a feladatok megoldasanak altalanos technikajat.

A kovetkezbkben erre a "technikara™ vonatkozéan szeretnék néhany meg-
jegyzést tenni, f6ként az algoritmizalhaté vagy tipusfeladat megoldasanak
oldalarél, és esetleg kitérve mas tipusli megoldasokra is. A gondolataimat
alapvetden matematikai oldalrél fejtem ki, de ugy gondolom, hogy ezek adap-

talhatéak azon targyak kérére is, amelyek a matematikat felhasznaljak.



Lényegében minden feladatmegoldas soran a feladatokban megbivo, egy-

massal szorosan Osszefiiggé, de mégis kiil6nb6z6 harmas egységbsl kell k
dulnunk:

1. ceél
2. Feltételrendszer,

3. Alkalmazhaté szamitasi

E harom elem barmely feladattipusnal mindig megtalalhat6. Ezek segit-
ségével az algoritmizalhaté feladatok megoldasanak altalanos sémaja roviden

az alabbi médon fogalmazhaté meg.
A cél és a feltételrendszer egyeztetésével kivalasztani az alkalmaz-
haté szamitasi eljarasokat, és ezeken alapulé megoldasi algoritmus készité-

se, végil a feladat algoritmuson alapulé megoldasa.

1. A cél jelentése vilagos: az, amit a feladatmegoldas soran meg kell hata-

rozni, amit a feladat célul téz ki. Tagabb értelemben: az az as,
amit a feladat kapcséan bizonyitani kell. Altalanosan azt is mondhatjuk,
hogy minden feladatmegoldas is célként tartalmaz egy allitast, ti. azt,
hogy a meghatarozandé értéke az, ami. Egy egyenlet megoldasa soran azt

is mondhatnank: bizonyitsuk be, hogy példaul az egyenlet gycke 3.

N

. A feltételrendszer Gsszetettebb, ugyanis megkilonboztethetink un. expli-

cit i

etve implicit feltételeket.

Az explicit feltételek alatt mindazon adatok (mennyiségek) Osszességét
kell érteni, amelyek a cél eléréséhez kézvetlen informacidkat adnak.

Ezek lehetnek megadott adatok, vagy feltételként megadott tulajdonsagok.

Az implicit feltételek alatt egyrészt azon feltételek, tulajdonsagok

Osszességét kell értenink, melyek a széban forgé céllal kapcsolatos ob-

Jjektum mibenlétéb6l kovetkeznek, masrészt pedig szémolhaté adatok.

w

Az alkalmazhaté szamitasi eljarasok azon fogalmak, tételek Osszessége,
amelyek az sdott probléma megoldasara kozvetlenul alkalmasak, vagy ame-

lyek alkalmazésat a feltételrendszer elemei (feltételei) biztositjak.



Nyilvanvalé, hogy a feladatmegoldasok vagy altalaban a problémamegol-
dasok soran alapveté kévetelmény e harom egység els6 lépésként valo tiszta-
zésa, az egységekben levfi elemek tudatos feltarasa. Mindenekel6tt fontos
- mondhatni pri

tasi kérdés - az elérendd vagy kitlizott cél tisztanlata-

sa. A célt mindig vilagosan kell latnunk, tudnunk kell, hova kell eljut-

nunk. (Ml a célunk? Hit is akarunk?) Az algoritmus fe 4sa soran minden
alkalmazott lépésnél tisztaznunk kell, hogy kozelebb jutottunk-e az eléren-

dé célhoz.

A kovetkezdé lépésben feltétlenul tisztaznunk kell a rendelkezésre al-

16 feltételrendszer elemeit. Az explicit és implicit feltételek jelentésé-

nek tisztazasa érdekében tekintsiik az alabbi példakat.

F.l. Az ABC egyenlé szaru haromszog alapja 32 cm, a szarak hossza 20 cm.
Az alappal szemkdzti csucsban
merélegest allitunk az egyik
szarra. Mekkora részekre osztja

ennek meghosszabbitasa az ala-

pot?
A T
Explicit feltételek:
a./ Megadott adatok: c m 32 cm ; a=b=20cm; TCB =90°.
b« 5 =/b.
Implicit feltételek:

a. / Minden olyan tétel, amely a a haromszogben érvényes.
b. / A CTBa derékszogii haromszog.

c. [/ Az AC8E szogfelezGje mer6legesen felezi az AB szakaszt.

F.2.

uk meg sz alabbi egyenletet:



F.3.

Explicit feltételek:

a. / A felirt egyenldség egyenlet.

b. / Az egyenlet tipusa: ismeretlent nevezében tartalmazé egyenlet.

Implicit feltételek:

a. / Az ismeretlen széba nem joheté értékei -1, 111. 1.

b. /x2- 1. (x-IXx.l)

c. [/ A vonatkozé egyenletrendezési szabalyok.

uk meg az alabbi differencialegyenletet:

2
y* 3y« - 10y « X+ 2x + 3

a. / A differencialegyenlet linearis.

b. / A differencialegyenlet konstans egyitthatés.

c. / A differencialegyenlet inhomogén.
d. / A differencialegyenlet masodrend(.

e. / A zavardtag masodfokd pollnom.

Egy 100 V-os egyenfesziiltségli aramforras sarkaira a sorbakapcsolt
L 3 0,5 H intfgjktiv és R * 10012. ohmikus ellenallasokat kotjik.

Hatarozzuk meg, hogy az aramerdsség mennyi
értéket!
L fc

ATTOMZU-1

id6 alatt éri el a 0,99 A



Explicit feltételek:

a. / Megadott adatok: L * 0,5 H, R » 100i£, U » 100 V

b. / R és L sorbakapcsolt ellenallasok.

Implicit feltételek:

a. / Ervényes Kirchhoff I11. torvénye.

b. 7/ Ervényes lenz torvénye.

c. / Az Induktiv ellenallason es6 fesziltség I-~- , az ohmikus ellen-
allason cs6 fesziiltség R *i.

d. / Ervényes a kovetkez6 kezdeti feltétel i(0) * O .

Természetesen a fenti feltételek figyelembevételével megalkotott ma-

tematikai modell tovabbi elemzésre szorul.

Mint az el6z6 példakbol kideril, az implicit feltételek megallapita-

sahoz az objektumot elemeznink kell. Elemezniink kell magat a fizikai Je-

lenséget: meg kell lapitanunk az érvényes fi torvényszeriiségeket,
elemezniink kell az algebrai szerkezetet, ill. fel kell tarnunk a geometriai

objektum tulajdonsagait.

A harmadik elemet, az alkalmazhat6 szamitasi eljarasokat a cél figye-
lembevételével kell szambavennink. Ez azt jelenti, hogy tisztaznunk kell a
cél eléréséhez alkalmas szamitasi eljarasokat, majd ezeket szelektalnunk
kell: csak azokat az eljarasokat tartjuk meg, melyek alkalmazasdhoz sziiksé-

ges feltételek a feltételrendszerben megtalalhatok.

Az oktatas soran tehat nagyon fontos hangstlyoznunk és tisztaznunk,
hogy mely eljarasok milyen mennyiségek meghatarozasara alkalmasak, 111. az

egyes matematika szerkezetekhez milyen mogoldasi elvek csatlakoznak.

Példaul az eldz6ekben ragadott feladatok esetén az alabbiakat kell
sztaznunk:

F.l1, esetén:

a./ Milyen altalanos médszert ismeriink szakasz hosszanak és szdg nagy-

saganak meghatarozasara?



F.2.

b. 7/ Milyen tételek, osszeflggések alkalmasak "hossz” meghatarozasara?
(Ezek: Pitagorasz-tétel; szogfuggvények, sinus-, cosinus-totel5
hasonlésag; parhuzamos szelik tétele; aranyossagi tételek a

derékszogli haromszogben, stb.)

c. / Milyen tételek, osszefiiggések alkalmasak sz6g nagysaganak seghata-

rozasara?
(P1.: szogfuggvények, sinus-, cosinus-tétel, hasonldésag, szogpa-
rok)
esetén!

a. / Milyen szerkezet(i az egyenlet?

b. / Mi a megadott szerkezetl egyenlet megoldasanak altalanos sémaja?

c. / Hogyan kell megallapitani a legkisebb k6zos tébbszérost?

d. / Milyen azonossagokat kell alkalmazni a szorzatta alakitashoz?

sth.

Az F.3. feladat esetén:

a. / Hogyan all el6 a linearis inhomogén differencialegyenlet altalanos

megoldasa?

b. / Mi a homogén egyenlete és az milyen szerkezet(i?

c. / Hogyan kell a partikularis megoldast meghatarozni a differenc

egyenlet szerkezetének fluggvényében?

Az ismertetett "harmas egység" tisztazasa utan kell a megoldasi algo-

ritmust felépitenink. Itt is legfontosabb a cél szem el6tt tartasa: abbol

lebontva épitjiuk fel az algoritmust eljutva a

ndulé feltételekig.



Pélya Gyorgy az algoritmus felépitésére az aladbbi, J6l kezelhetS sé-
mat adja:
“Problémank van - olyan A célunk, amelyet kozvetlenil nem tudunk elérni. A
cél megvaldsitasahoz megfelel6 tevékenységet keresiink. A cél lehet elméleti
vagy gyakorlati, esetleg matematikai: valamilyen mennyiség meghatarozasa
vagy valamilyen tétel bizonyitasa. A cél kezinkbe adja az eszkézt, szili az
eszkéz gondolatat, B eszkozét, omelyz az A cél elérésére szolgalhat. Gon-
doljuk, hogy A-hoz eljuthatunk B megléte esetén. Ennek a 8 eszkéznek gondo-
lata szili az eléréséhez alkalmas C gondolatat. A C-hez vald eljutas szuli
a 0 gondolatat, melynek megléte elvezethet C-hez, é3 igy tovabb. O-t meg-
szerezhetjik, ha volna E-nk, no de mar E-nk van! Ez az E zarja a gondo-
latlancot, E-vel "mar rendelkezink™, az dott, ismert.

A gondolatlanc tehat: azt vizsgaltuk, hogy elémék A-t, ha B, 8-t, ha

C, C-t, ha 0, O-t, ha E. Ez a fazis a megoldas tervezése, az algoritmus fe

(Megjegyzés: A feladatot matematikai értelemben akkor érti a

hallgato ha mindezt atlatj

1) A kivitelezés, a feladatmegoldas gyakorlati
megvalésitasa e lancolat visszafelé valo felgongyolitése: E-bol kiindulva
eljutunk 0-hez, 0-b6l C-hez, C-bél B-hez és B-b6l A-hoz.**

Nézziink ismét egy példat!

F.5. Hatarozzuk meg annak a kornek az egyenletét, amely athalad a Pj(3;0)

és P2(-1{2) pontokon, és a kozéppontja az x-y*2»0 egyenesre illeszke-

dik!

1. / Cél: a kor egyenletének felirdsa, azaz "latnunk kell™ a kér egyenl

tét  (x-u)2+(y-v)2 = r2 - szilkségiink van tehat a kozéppont két koor-

dinatajara K(u;v) és a kor sugarara (r).

2. / Feltételrendszer
8./ Expli
- a koér athalad a PjO;0) és P2(-1;2) pontokon: azaz mindkét

it feltételek:

pontnak ki kell elégitenio a kor egyenletét!

- a kozéppont az x-y«2 = O egyenes valamely pontja.

Megjegyzés: Pélya Gyorgy az amerikai Stanford egyetem magyar szarmazasu

vilaghiri professzora.



3./

4./

b./ 1mpl

cit feltételek:

- P~ szakasz a kor egy hirja (azaz a Pj és P2 egyenlé tavol-

sagra van a kér kdzéppontjatol;

- a kér barmely hirjanak felezé merélegese atmegy a kor kozép-
pontjan;

- a kor sugara barmely kertleti pontjanak a kozépponttél mért ta-
volsaga ;

- az érinté és az érintési pontba hluzott sugar merélegesek egy-

masra;

barmely keriileti szog fele a vele azonos kériven nyugvé kozép-
ponti szognek;

- érvényes a Talesz-tétel;

- korhoz kiillsé pontb6l hizott érintére vonatkozd tulajdonsagok;
sth.

A cél szempontjabol figyelembe veend6 (alkalmazhat6) szamitasi

rasok, elvek:

- pont koordinatainak meghatarozasara vonatkozé médszerek, elvek;

- metszéspont koordinatainak meghatarozasa a mértani helyek (alakza-
ti*:) egyenletébdl adédé egyenletrendszer megoldasat kivanja meg;

- a sugar hossza két pont tavolsagaként adédik;

- az egyenes egyenletének iranyvektoros slakja (parhuzamossag és me-

rélegesség feltétele);

felez6pont koordinatainak megh3tarozas8.

Az algoritmus kialakitasanal is a célbol kell kiindulnunk - azt

denkor szem elétt kell tartanunk és sz algoritmus egyes fazisait
kérdésekre adott valaszok alapjan célszer( felépiteni. A kérdéseket
akkor tekinthetjik jol megfogalmazottnak, ha megvalaszolasuk s prob-

lémamegoldo-képesség kifejlesztéséhez adnak altalanos ismereteket,

A kérdéseknek a logikai kaoocs, ai ok-okozati oOsszefiigg6-mx meglatta-
uk.

tasara kell iranyu
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Az F.5. feladat kapcsan a kovetkezé kérdések megvalaszolasa segithet

az algoritmus fe ‘tasaban.
1. / Pont meghatarozasara milyen modszerek vannak a koordinata-geometriaban?
2./ Milyen alakzatok - mértani helyek - metszéspontjaként adédik 8 kozép-

pont?

3. / Ezekb6l melyiket ismerjik és melyiket kell meghatarozni

A./ A meghatarozasra szorul6 egyenlet felirasara milyen adatok allnak ren-
delkezésre? Mit kell ismerniink az egyenlét felirasahoz?

5. / A hianyz6 adatok milyen feltételekbGl hatarozhatdk meg? Ezek koziul me-
1

6. / Hogyan kell egy normal vektort elé:

1 és a feltételrendszerrel?

ik hozhaté kapcsolatba a cé

itani?
7. / A hir iranyvektora vagy vektor meghatarozasahoz mit kell ismernink?

8. / Felezépont meghatarozasahoz mire van sziikség?

E kérdések megvalaszolasaval az algoritmus fazisai felépithetdk, s e

lancolatban visszafelé haladva oldji* meg a feladatot.

A probléma megoldasanak az el6z6 algoritmus alapjan térténé felvazo-
lasat Pélya Gyorgy Hobbes nyomén regressziv tervnek, mig a kivitelezést
progressziv munkanak nevezi.

Az algoritmus felépitésének azonban van egy altalanosabb formaja is.

ik, amikor nem tisztan egy masodlagos cél sziikséges az A cél eléré-

Polya Gyorgy a kovetkezGképpen fogalmaz:

"Célunk A. Kozvetlenil nem érhetjik el, de észrevesszikk, hogy ha kii-
16nb6z6 dolgokkal, 8*vei, B,,-vel, 8” “-vel... rendelkeznénk, akkor elér-
hetn6k. Nos ezek a dolgok ugyan nincsenek meg nekiink, de azon kezdiink top-
rengeni, hogyan is szerezhetnék meg 6ket; s ekkor rasodlagos célul tlzzik
ki B*, 8”7, 877 elérését. Némi gondolkodas utan esetleg rajoviink, hogy
megvaldsithatnék masodlagos célunkat, ha egy sereg masik dologgal rendel-
keznénk, legyen az mondjuk C”, C” , C”” ... Valdjaban ezek nincsenek bir-
tokunkban, de prébalkozunk a megszerzésiikkel, és Tgy ezeket tlizzik ki har-
madlapos célul, és igy tovabb. Egyre szovogetjik tervink haléjat. Esetleg
tobbszor mondjuk majd: “"miénk lehetne ez, ha azokkal és azokkal rendelkez-

nénk™, egészen odaig, amig szilard alapra tal

nk, olyan dolgokra, ame-
lyek valéban a birtokunkban vannk. Halénk szévedéke a f6 célnak alarendelt

mellékcolok és ozok Gsszessége.™



-1 -

Véleaényem szerint a problémamegoldd képesség kifejlesztése, az onal-
16 feladatmegoldas gatjaként Jelentkezé "nem tudom, hogy kezdjek hozza a
feladat megoldasahoz" probléma kikiiszobolésének étja, hogy tudatos és ko-
vetkezetes tanari munkaval - kimondva vagy kimondatlanul - mar a legegysze-
ribb alkalmazasi szintet megkévetel6 feladatoknal is kérdéseinknek a tar-

gyalt egységek megvilagitasara kell iranyul

uk. Fel kell hivnunk a hallga-
tok figyelmét a cél, a feltételrendszer és az alkalmazhaté eljarasok felta-
résara. Ugyanakkor a foglalkozasok tartasakor kiemelten hangsulyoznunk
kell, hogy az ismertetett apparatusok alkalmazasanak mi a feltétele, 3 hogy

milyen szerkezetl problémak megoldasara alkalmasak.

A feladatokban megblivé "elemek” feltarasa és az algoritcus felépitése
kozos, frontalis munkaval elvégezhet6, s a gyakorlati megvalésitas mar

6nallé munkaval torténhet.

Nem szabod figyelmen kivill hagynunk - épp a problémaérzékenység Ki-
fejlesztése végett sem - a feladatok diszkusszigjat. El kell végezni a meg-
oldas diszkussziéjat 1is, s ugyanakkor a feltételrendszerb6l eredd disz-
kussziot is.

példaul:

F.6. Oldjuk meg az alabbi egyenletet!

FITTh.yx -1 .7.

Ha a sablonos megoldast, az egymas utani kétszeri négyzetre emelést

alkalmazzuk, akkor x =" adédik megoldasként, amely természetesen
hamis gyok.

A diszkusszi6 alkalmazasaval azonnal adédik, hogy a feladatnak a sike-
res megoldasara ugyanis x>, 1 -nek kell teljesedni, azaz csak az en-
nek eleget tevé x-ek kozott kereshoté a feladat megoldasa, azonban a

taz 1.

IX ¢ \Ix-1 6sszeg mar x * 1 esetén is nagyobb, m

Az el6zbekben olyan feladattipus megoldasarél beszéltem, amelynek meg-

oldasa algoritmizalhaté volt, azaz a megoldasi terv felépitheté volt.



A megoldasi terv azonban - kiillénésen, ha nen megszokott feladattal van dol-
gunk - nem egyszerre bontakozik ki. Gyakran csak sejtésekre tamaszkodha-

tunk, "ad hoc” megoldasokat koresiink, amelyeket végig ke

prébalni ahhoz,
hogy meglassuk, colravezetdek-e. Az ilyen sejtésekkor alkalmazott, nem vég-
leges, inkabb Utkeresé okoskodast nevezi Polya heurisztikus okoskodasnak. A

heurisztikus okoskodas kialakitasahoz segitenek a Polya-féle lista kérdései.

“Nem tal

koztal mar a feladattal? Esetleg a mostani

issé eltéré
formaban?

Nem 1ismersz valami rokon feladatot? Vagy olyan tételt, aminek hasz-
nat vehetnéd?

Nézzik csak az ismeretlent! Probalj visszaemlékezni valami ismert fel-
adatra, amelyben ugyanez - vagy ehhez hasonlé - az ismeretlen!

Itt van egy mar megoldott rokon feladat. Nem tudnad hasznositani? Nem
tudnad felhasznalni az erednényét? Nen tudnad felhasznalni a médszerét? Nem
tudnad esetleg valami segédeién bevezetésével felhasznalhatéva tenni?

Neo tudnad atfogalmazni a feladatot? Nem tudnad masképpen is atfogal-

mazni? ldézd fel a defi

ot!

Ha nem boldogulsz a kitlizott feladattal, probalkozz el6szor egy rokon

feladattal! Nem tudnal kigondo egy konnyebben megkozelitheté rokon fela-
datot? Egy altalanosabb feladatot? Vagy egy specialisabbat? Vagy egy analoég

feladatot? Nem tudnad megoldani legalabb a feladat egy részét? Tartsd meg a

kikotés egyik részét, a tobbit ejtsd el! Mennyire van igy meghatarozva az
ismeretlen, mennyiben valtozhat meg? Nem tudnal az adatokbél valami haszno-
sat levezetni? Nem tudnal mondani mas adatokat, amelyek alkalmasak az isme-
retlen meghatarozasara? Meg tudnad ugy valtoztatni az ismeretlent vagy az
adatokat, vagy ha szilkséges, mind a kett6t, hogy az (j ismeretlen és az 0J
adatok kozelebb essenek egymashoz?

Felhasznaltal minden adatot? Szamitasba vetted az egész kikotést?

Szanba vetted a feladatban el6fordulé 6sszes lényeges fogalmat?"

Hogy a hallgatok a kérdésekre - elsGsorban az onmaguknak feltett kér-
désekre - valaszolhassanak, ki kell fejleszteniink problémaérzékenységiiket.
Kovetkezetes tanari munkaval ra kell vezetni a hallgatokat, hogy mindenek-

elétt elemezzék a feladatot! Olvasséak ki az abb6l nyerheté informaciot és

elemezzék azokat!

A logikai kapcsolatok, az ok-okozati Osszefiiggs™-.w. feltarasé 8 felada-

tok elemzése néikil nem valésithatd meg.
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Nézzik az alébbi feladatot!

28 ¢ 211 + 2n egy egész szam négyzete.

Mekkora az n lehetséges értékeinek Osszege?

Megoldas;

Tudjuk tehat, hogy 28 ¢ 2U . 2n . z2, ahol z pozitiv epész szam.
Hogyan haladjunk tovabb?

Vizsgalva az egyenlet bal oldalat latni, hogy minden tag 2 hatvéanyait
tartalmazza, vagyis kiemeléssel szorzatta alakithato!

28 (1 ¢ 23 ¢ 20°8) « 22

Milyen informaci6t nyertiink? A z2 egy olyan szorzatként

t elég,
melynek egyik tényezGje négyzetszam, kovetkezésképpen a masik tényezd-

nek is négyzetszamnak kell lennie, azaz

16 2% s 20°8 » k2 (ahol k pozitiv egész).

Latjuk, az 6sszevonas elvégezhet6:

9 + 2n~8 m k2 , mivel a 9 négyzetszam, s a k2 is az

(emlékezve az a2-b2 azonossagra), adodik

2°-8 * k2 -9.

Hogyan haladjunk tovabb? Az egyenlet jobb oldala "mutatja az utat":

2"'8 - (k - IXk * 5)

Mit tudunk ebbdl leolvasni?
A bal oldal 2 hatvanyaibél all, kévetkezik: a jobb oldalnak is annak
kell lennie, de akkor mindkét tényezé kiillon-kilon 2 valamilyen hatva-
nya kell legyen, 3zaz
k -3 »2*
HI. k ¢ ) =2m , ahol t és n pozitiv egész,

6s t«n = n 8, tovabba a > t.



Hogyan haladjunk tovabb? Van két egyenletiink, emlékeztet az egyenlet-
rendszer megoldasara, vonjuk ki az alsébol a felsot!

2t -2* m6.
Ez az egyenl6ség milyen informacidval bir? A bal oldal ismét szorzatta
alakithaté, a jobb oldal pedig 2 =3.
Tehat 2t(2- t- 1) -2-3.
Mivel 2* és (2m-t - 1) legnagyobb kozos osztéja 1, igy az egyenlGség

csak ugy allhat fenn, hogy 2* m 2, ill. 20"t -1=3, melyekb6l t = 1

és m-t = 2, azaz m = 3 adédik. Igy az egyenlet lehetséges n értékes

n-8=tem azaz n =12 .

Fontosnak tartom megjegyezni, hogy a Pdélya-féle lista kérdései nem

csak matematikai feladatok megoldasanal hasznalhatéak!

A képességek, a problémamegold6 gondolkodas képességének kifejleszté-

séhez kitart6, kovetkezetes tanari és tanul munkara vsn szilkség. A tanar

részérél ez tudatosan megtervezett kérdés-sorozat Osszead

tasat jelenti. A
kérdések feltevése utan a feladat megoldasi vazlatét kozos munkaval célsze-
ri elkésziteni, amely alapjan 8 hallgatok 6nallé munkaval megoldjak a fela-

datot.

A tanar kérdései azt célozzak, hogy a hallgatékat ravezessék arra,
hogyan fogjanak hozza valamely probléma megoldasahoz, milyen kérdéseket te-
gyenek fel oénmaguknak, ha onalléan - minden -dgivség nélkul - kell dolgoi

niuk.

nagyon lényeges, hogy a kérdések - az értf-.otéségen til - altalanost,
legyenek, ne csak az adott feladat megoldasahoz adjanak tampontot, hanem

igazitsanak Gtba mas feladatok esetén is.

Meggy6zédésem, hogy a leirtakon alapulé tudatos, célszeriien fnegterve-
zett tanari tevékenység, kovetkezetes tanari mjnka a matematika-oktatas al-
talanos céljanak elérése iranyaba hat. Segiti a hallj;:"16 6nall6 tevé*:enysé
gét a feladatok megoldasa soran, s ezen keresztil hat a problérnamegolcn
gondolkodas képességének kifejlesztésére, alapul szolgal a természettudoad

nyos gondolkodas fejlesztéséhez.
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Felhasznalt Irodaloa:

1. Pélya Gyorgy: A problémamegoldas iskolaja

2. A matematikatanitds médszertananak néhany kérdése



