zépiskolai csapatversenyen bemutatott elGadasuk-
ban szereplS kép lathatd, amely a Balaton-felvidék
és kornyezetének ,zoldnovényzet boritottsagat”, az-
az a tertletre jellemz& NDVI-értékek térképi meg-
jelenitését abrazolja. A képet a Leoworks program
segitségével készitették a https://ers.cr.usgs.gov
internetes forrason talalhato, ingyenesen letolthets
muholdfelvételek felhasznalasaval.
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JARMUVEK MOZGASANAK FIZIKAJA

A kerekes jarmivek telies mozgasi energidjanak torvénye

Kinematikai példakban egy jarmi mozgasanak kapcsan
altalaban a haladasi sebességgel — amely alatt a test
(jelen esetben a jarmu) tdmegkodzéppontjanak sebessé-
gét értjuk — foglalkozunk. Nem vizsgiljuk kilon a
jarmd tobbi része — példaul kerekek, illetve annak k-
16nb6z6 pontjai — mozgasanak kinematikai jellemzgit:
palyajat, sebességét stb. Pedig ennek vizsgalata soran
sok érdekes, olykor meglepd, esetenként pedig a hét-
koznapi szemléletiinkkel teljesen ellentétes eredmény-
re jutunk. Ezen cikk célja, hogy rdirdnyitsa a figyelmet e
kevésbé ismert tertiletre. Ezek némelyike annyira egy-
szerd, amolyan ,0vegesi”, hogy tanitasa még a kozép-
szint( fizikaoktatasban is megfontolando.

A szerzG szakitani kivdn azzal a rossz gyakorlattal,
hogy irasaban csak a kész tényeket, eredményeket
teszi kozzé, és elhallgatja a hozzajuk vezets utat, azt
az Otletet, ami a téma boncolgatisaban elinditotta.
Sajnos ez a gyakorlat a matematikai publikaciokban
még inkabb megfigyelhets. Erre mar Abel is felhivta a
figyelmet, és emiatt sokszor neheztelt is Gaussra, akit
,2a hoban a nyomokat elsepré lomposfarka rokihoz”
hasonlitott, mivel sohasem irta le, hogy miként jott ra
valamire, pedig annak is van informaciotartalma, és
esetleg masok segitségére lehet a kutatdsban.

Neumann Janost remek elGadonak tartottak, aki
tisztan és viligosan, 0sztonzGen és felemelSen adott
els. Ez f6leg annak volt koszonhets, hogy nem csu-
pan a bizonyitasokat mondta el, hanem a hozza veze-

Varga Janos mérnoktanar, rendszerszervezd
gépészmérnok, diplomdjat a Miskolci Ne-
hézipari Miszaki Egyetemen szerezte 1974-
ben. Kitlintetéses gépész mérndk—tanari
képesitését a Budapesti Muszaki Egyetem
Gazdasag- és Tarsadalomtudomanyi karan
szerezte 1996-ban, majd kozép- és f&iskolai
tanarként dolgozott. Rendszeresen publikal,
tart eldadasokat tudomanytorténetrdl, sajat
matematikai-fizikai eredményeirdl itthon és
kulfoldon, és gyakran szerepel ismeretter-
jeszté tudomanyos radidmisorokban.
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Varga Janos
Székesfehérvar

1. abra. Jarmtkerék kiilsé pontjanak palydja.

P P

t6 Gtrdl is beszamolt, a kitérSket is megemlitette. (Er-
dekes modon, irdsaiban viszont hianyzott az oda ve-
zetS Gt ismertetése, amit elGaddsaiban sosem hagyott
el. Emiatt irdsai el6adasaihoz képest nehezebben ko-
vethetSk, raadasul a benntik rejlé gondolatok megér-
tése Osszetettséglik miatt magukban is szellemi eréfe-
szitést kivannak.)

Egy teniszparti utdn, a felfrissité froces kozbeni
beszélgetés soran egy kamionsof6r-ismerésom elme-
sélte egyik éjszakai vezetési élményét. Egy vele szem-
ben halad6é masik jarmi kerekére rdatapadt valami
vilagito-fényvisszavers gyurmaféle (1. dbra), aminek
palyaja nagyon érdekes gorbe — elmondasa szerint
,fel hurka” formaja — volt. Matematikai tanulmanyaim-
bol én persze egybdl tudtam, hogy ez valojaban egy
csticsos ciklois (egy specidlis ruletta'), ami egy kor
egyenesen torténd cstszasmentes legorditésekor ke-
letkezik, azaz amit egy kertileti pont bejar.

'Rulettik azok a gorbék, amelyeket Ggy szirmaztatnak, hogy
egy allo gorbén csuszas nélkil legorditenek egy masik gorbét. A
cikloisok olyan rulettidk, amelyeknél a legdrdilé gorbe kor. A cik-
loisokat el&szor Nicolaus Cusanus, német puspok vizsgilta az
1400-as években. Pontos definicijukat csak 100 évvel késébb tudta
megadni Marin Mersenne francia szerzetes.
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2. dbra. Folil: egységsugara kor generilta cstucsos ciklois [1], alatta
az egyenletes sebességgel halado6 jarmukerék kilsé pontjarol készi-
tett ,stroboszkopikus” rajz.

Ezt egy Ures pohar asztalon valo guritasaval be is
mutattam neki. KamionsofSr-ismerdsom maga rajott,
hogy e ,fél hurka” formaja gorbe (a tovabbiakban
haszniljuk tisztes matematikus nevét, a cikloist)
hossza biztosan nagyobb, mint a jarmuikerék kertle-
te, amennyivel csiszismentes gordiilés esetén egy
fordulat alatt a jarmd el6rehalad. Ekkor fogalmazo-
dott meg bennem a kovetkezs:

Haromkérdéses feladat

a. Ha egy jarmu (auto, busz, kamion, bicikli stb.) v
atlagsebességgel halad, akkor mennyi a jarmtkerék
kiils6, az uttesttel cstiszasmentesen érintkezd pontjai-
nak (u . atlagsebessége?

b. Egy v atlagsebességgel halad6 jarminek (az
el6bbiek mellett gondoljunk a villamosra, vonatra is)
van-e olyan pontja, amely esetenként a menetirinnyal
ellentétes iranyban, tehat visszafelé mozog, illetve
milyen pillanatnyi sebességgel mozognak a jarmuke-
rék egyes pontjai?

c. Mekkora egy kerekeken gurulé jarmd teljes
mozgasi energidja?

Megoldas

a. A jarmukerék tengelye a kor kozéppontja, Gttesttel
érintkezd pontja a kor kertileti pontja. Cstszasmentes,
azaz tiszta gordulést feltételezve a d atmérsjd kor
kozéppontja egy fordulat alatt éppen egy kertiletnyi,
azaz md tavolsagot tesz meg. A kor kertleti pontja
cikloison mozog (2. dbra), és egy fordulat alatt egy
cikloisiv hosszaval megegyezG utat, azaz pontosan 4d
tavolsagot tesz meg [1]. Mas megfogalmazasban: egy
cikloisiv olyan hossza, mint a gordils kor koré irhato
négyzet keriilete.?

A kor kertleti pontja és kozéppontja altal ugyan-
annyi (egy korulfordulasnyi) idé alatt megtett utak
hianyadosa 4/ = 1,27, ami egyben az atlagsebességek
hanyadosa, ezt a 3. dbrdaval szemléltethetjik.

“Erre 4llitdlag Galilei tanitvinya Vincenzo Viviani (1622-1703)
jott ra. Mas forrasok szerint ezt Christopher Wren (1632-1723) angol
épitész vezette le. Erdekessége, hogy a cikloisiv hossza a korrel
ellentétben nem tartalmazza a m-t, tehdt rektifikalhato (kiegyenesit-
hetd).

A FIZIKA TANITASA
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3. dbra. A négyzet és az oldalhosszaval megegyezé atmérsju kor
tertiletének arinya megegyezik a gordils kor kerileti és kozép-
pontja atlagsebességének aranyaval.

b. Szinte természetesnek vesszik, ha egy jarmd vala-
milyen irdnyban halad, akkor annak minden alkatré-
sze, pontja szintén ugyanazon irdnyba mozog. De
vajon ez mindig igy van? Most ezt a kérdést vizsgaljuk
meg részletesen.

Egy vonatkerék alakjat a 4. dbra mutatja [4]. A ki-
siklas elleni biztonsagot egy belsd perem — szaknyel-
ven nyomkarima (4. dbra) — szolgalja, amelynek
kilsé pontjai a sinen gurul6 kerék rsugaranal (amely
a ciklois szempontjabol egyben a generald kor suga-
ra) nagyobb, R sugart koron helyezkednek el, tehat
forgaskor a sin kerékkel érintkezS feliiletének sikja
ala is kerulnek, igy azok az 5. dbra szerinti burkolt
ciklois mentén fognak mozogni.

Jelolje G a pillanatnyi gordilési kozéppontot, ahol
a kerék az uttesthez ér. (Valésaghan ez egy feliilet,
hiszen a jarmd sulya miatt a kerékgumi jobban, de
még a vasuti kocsi kereke is egy kicsit belapul.) Ezen
ponthoz képest a keréktengely, a perem és sét a
kerék 6sszes pontjanak @ szogsebessége megegyezik
(hiszen merev testtel van dolgunk), ezért az alabbi
egyenleteket irhatjuk:
=rw, €D)

Utengely

4. dabra. Vonatkerék profilja, metszeti képe és futofeliiletének részei.

kullss kerék behengerelt

csaprozsa

tengelycsap

jatek (kb. 5 mm)

kerékprofil
alakja

alapesetben

kapos feltlet / nyomkarima

a nyomkarima kozeli részen
kaptol eltérd felilet
(progressziv visszatérits erd)
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5. dbra. Gorduls keréken kiviil es6 pont palyaja a hurkolt ciklois.

valamint

Uhfltra = (R_ 7") . (2)
Az (1) egyenletbd] w-t kifejezve és a (2)-be helyettesit-
ve megkapjuk a kerékperem legkiilsé pontjanak sebes-
ségét, amely a legnagyobb hatrafelé mutato sebesség:

- R=r, (3)
.

hatra, max

A teljesség kedvéeért jegyezziik meg, hogy a jarmike-
rék tengelye és gordillckore kozotti belsé pontok a 6.
abra szerinti nytjtott ciklois mentén mozognak. Ezen
pontok atlagsebességének szamitasa a nyujtott ciklois
ivhosszanak szamitasa miatt bonyolultabb.

A hurkolt ciklois érdekes tulajdonsaga, hogy a gor-
dulési felulet alatt a hurok pontjainak (amelyekre
igaz, hogy a tengelytdl tavolabb esnek, mint a gordii-
16 kor r sugara) sebessége az r sugart kor barmely
belsé pontjanak mozgisaval ellentétes iranyu. Tehat
a vonatkocsi kerekének azon pontjai, amelyek a gor-
dils kor és nyomkarika legkilsé kore altal alkotott
korgytriben helyezkednek el, a sin felszine alatti
helyzetiikben visszafelé mozognak. Normal korilmé-
nyek kozott ezt nem, csak a mozgast lelassitva tudjuk
megfigyelni. Viszont egyszerlen készithetiink olyan
— az aranyokat a vizsgalat céljara megvaltoztatott —
modellt, amelyen a jelenséget jol szemléltethetjik,
igy a tanoran érdemes bemutatni.

A 7. abran lathatd modell-
ben a kocsikerék egy toalett-
papir kartonhengere, a nyom-
karimat pedig a raragasztott,
hegyes végl papircsik model-
lezi. Ezt egy asztal szélére
(mint sinre) helyezve lassan
gurithatjuk, és megfigyelhet-
juk a hegyes vég mozgisat,
ami az als6 hurokban jol lat-
hatoan visszafelé mozog [5].
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6. dbra. A kerék belsS pontja nyiijtott cikloist ir le.

c. Egy vsebességgel halado, m,, tomegd, kerekeken
gurul6 jarmd teljes E, mozgasi energidja nem egyezik
meg a csupan transzlaciés mozgast végzs, azonos
M, tOMeEgU test
_ 1 2
transz E Msssz V
osszefliggéssel szamolt kinetikus energiajaval, hanem
anndl nagyobb. Oka a kerekek gordiilése. A homogén
gordils korongnak tekinthetd kerék mozgasi energia-
ja két mozgis, a transzlacios és a szimmetriatengely
koruli forgas energiajanak osszege.
Hatarozzuk meg a gordils kerék forgasi energidjat!
Egy O tehetetlenségi nyomatéki, @ szogsebességgel

rotalo test E,., forgasi energidja:

_ 1 2

ot = Ow-.

Az my. tOomegl, r sugarl, v sebességgel gordild
homogén korong tehetetlenségi nyomatéka és szog-
sebessége:

1 2 v
=~ G r° es o= —
2 mkcrck 7",

igy egy kerék forgidsi energiaja

2
_ 11 210 _ 1 2
Er()t - E 5 mkerék r (_) - Z mkerék v,

vagyis a kerék forgasabol szarmazo kinetikus energia
éppen fele a transzlaciés mozgasabol szirmazo ener-
gianak.

Igy felirhatjuk az E, teljes kinetikus energiit, amely
a jarmd transzlacios és n darab kereke rotacids moz-
gasabol adodik:

- _ 1 n 2
Ek - Etransz tn Erot - 5 [méssz + E mkerék) v

Igy megkaptuk a cikk alcimeként felvetett probléma
megoldasat: egy kerekeken allandé sebességgel gu-
rulé jarmi teljes mozgasi energidja ugyanannyi, mint

7. abra. Vasuti kocsikerék nyomkarimamodelljének mozgasa el6re, majd hatra.
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8. abra. Kanyarodo vonatkerékpar helyzete, a kiilsé ivvel nagyobb,
a belsé ivvel kisebb atmérén érintkezik a kipos kerék.

azon test mozgasi energidja, amely ugyanekkora se-
bességgel csupan haladd mozgast végez (kerekei nem
forognak), de tomege a guruld kerekek tomegének
felével nagyobb a gurul6 jarmud 6ssztomegénél.

Vonat kanyarodésa

Kanyarodaskor az autok — kardantengelytk segitségé-
vel — a kilsG és belsé kerekek altal megteendd iv-
hosszkulonbséget kiegyenlitik, a kiilsé kerék tobbet
forog, mint a belsS. A vonat és a villamos sinen gordu-
16 kerekeit azonban az 6sszekots tengely fixen, elfor-
dulasmentesen rogziti egymashoz. Emiatt kanyarodas-
kor — a kerék megcsuszasit megelézendd — a kiilsé,
tehat a hosszabb iven fut6 kerék atmérsjét novelni, a
belsgjét pedig éppen ellenkezbleg csokkenteni kell. A
megoldas, hogy az egy tengelyen 1évS kerékparok
profilja kifelé sztkils, kettGs csonkakip. Kanyarodas-
kor a centrifugalis er6 miatt a kocsiszekrény a kere-
kekkel egytitt sugdrirdnyban kifelé mozdul, a kiilsé ke-
rék nagyobb, a belsé pedig kisebb atmérsji koron
érintkezik a sinnel (8. dbra), igy igyekeznek kiegyen-
liteni ki a palyaivek hosszanak kiilonbségét.

Néhany tovabbi intézkedés arra szolgal, hogy a
vonat ne hagyja el a sinpart. Kanyarban a kulsé kerék
nyomkarima-érintkezéssel halad, amely a sinszil
belsé oldalaval érintkezik, igy akadalyozza meg, hogy
a kerék és vele egylitt a szerelvény ne cstusszon le a
sinrél. A kanyarodaskor ébredd centrifugalis erd hata-
sanak csokkentése végett az ivben fekvd vaginyokat
tillemelessel épitik, azaz a kils6 sinszal a talemelés
értékével magasabban fekszik, mint a belsS. Ugyan-
csak fontos a sinszalak elhelyezése is, amelyek nem
fuggdlegesen allnak, hanem befelé dSlnek pont akko-
ra szogben, mint a kerekek kapszoge, igy biztositva,
hogy a sinekre meréleges er$ hasson (9. dbra).

10. abra. A legmagasabb kerékpont pillanatnyi sebessége.
2v

)
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9. dbra. A befelé dontott sinpdrra hat6 erdk irdnya.

¢

Kerékpontok sebessége

Szerkesszik meg, illetve szamitsuk ki a csticsos cik-
loison mozgd pont, azaz a v sebességel guruld kor
kertiletén, nevezetes helyzetekben elhelyezkedd pon-
tok pillanatnyi sebességét.

A legmagasabb kerékpont sebessége

Jelolje G a pillanatnyi gordiilési kozéppontot, amely
megegyezik a kerék uttesttel érintkezS pontjaval. A
keréktengely és a legmagasabb pont szogsebessége
megegyezik, ezért —a v = r@ ismert Osszefliggés alap-
jan — a legmagasabb pont sebessége 2rw, azaz 2vlesz
(10. abra). A kerék legmagasabb pontjanak pillanat-
nyi sebessége a tengely haladasi sebességének kétsze-
rese. Természetesen ugyanerre az eredményre jutunk,
ha a talajhoz képest egyenletes v sebességgel mozgod
keréktengelyhez viszonyitjuk a felsé pont sebességét,
ami ugyanabba az irdinyba mutat, mint a keréktengelyé
és értéke ugyancsak v. Igy e pont talajhoz viszonyitott
sebessége a két sebesség Osszege, azaz 2v.

Tengelymagassigt kerékpontok sebessége

A tengelymagassigli kerékpont vizszintes iranyu,
transzlacios sebessége v, mig fliggSleges, rotaciobol
eredd sebessége is v. E két vektor 6sszege 2 v, ird-
nya pedig a vizszintessel 45°-ot zar be, a tengely mo-
gotti pont folfelé, az eldtti lefelé mutat (77. abra).

A haladisi sebességgel megegyezd sebességli pontok

Eddig csak olyan pontokrol volt sz6, amelyek a kerék
kertletén helyezkedtek el. A haladasi sebesség nagy-
sdgaval megegyezd pontok nem csupidn kertleti pon-

11. abra. A kerék tengelymagassaga pontjanak sebessége.
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12. dbra. A haladasi sebesség nagysiagaval megegyezs sebességu
kerékpontok.

tok lehetnek, hanem mindazok, amelyek a G pontt6l
vald tavolsiga megegyezik a kerék r sugaraval,
ugyanis a kerék osszes — bels és kertleti pontja —
szogsebességgel fordul el a G ponthoz képest és csak
ezekre a pontokra teljestil a v = rw Osszefliggés. Ezt a
helyzetet, azaz a G kozépponta, rsugara korivet mu-
tatja a 12. dbra. Ezen Kkoriv alatti kerékpontok pilla-

14. abra. Huygens izochron ingaéraja, alatta az izochron inga.

E S

5

36

Ceatr{osc,
Centr. L3 i
Lo la L

ciklois

ciklois
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13. dbra. Ciklois fogprofilt fogaskerék-kapcsolat.

natnyi sebessége kisebb, a koriv feletti kerékpontok
sebessége pedig mindig nagyobb a jarmd haladasi
sebességénél.

A ciklois alkalmazdsa a gyakorlatban
Fogaskerekek fogazata

Bizonyos fogaskerekek fogazata cikloisalakot kovet. Ez
azeért elényos, mert kisebb fogszamu kerekek készithe-
t6k cikloisfogazassal, mint az altalaban elterjedt evol-
vens fogazassal alimetszés nélkiil. Igy kisebb lesz a
fogaskerék atmérGje, emiatt kis helyen nagy attétel
valosithaté meg. Kis méretiik miatt f6ként mechanikus
szerkezetd orakban haszniljik Sket. A 13. dbrdn ilyen
fogaskerék-kapcsolat lathato, amelyben egy 9-es fog-
szam( kerék kapcsolodik egy 60-as fogszama kerék-
kel. A cikloisfogazas tovabbi elénye, hogy a kapcsolo-
do kerekek tengelytavolsaga igen pontosan tervezhetd,
illetve gyarthato, ellentétben az evolvens fogazasaval.

Pontos ingadra

Az inga lengésideje csak kis kitérések esetén fliggetlen
kozelitSleg a kitérités nagysagatol. A valosagban a kité-
réstél figg a lengésidS. Huygens készitett elGszor kité-
ritésfiiggetlen lengésideji (izochron) ingat (14. abra).

A leggyorsabb lejté

Két tetszéleges, de nem egy magassagban 1évé pont
kozott a legrovidebb idejd utat a ciklois alaka (75.

15. abra. Ciklois alaka lejtén ér le a legrovidebb id6 alatt az allan-
do kiilsé erd altal mozgatott test.
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16. dbra. Hegedu hata lézerfénnyel vilagitva, a gorbiilet ciklois.

abra) lejté biztositja. Ez az gynevezett brachisztoch-
ron probléma, amit Jacob Bernoulli (1654-1705) ol-
dott meg.

Hegeduk formdja

Az Amati, Guarneri és Stradivari hegedik hatanak
kilsG gorbiilete a tokéletes hangzas elérésének érde-
kében nyujtott ciklois (16. dbra). Persze a hit nem
allando vastagsagu, legvékonyabb és legvastagabb
része kozott tobb milliméter eltérés is lehet.

Mikrofonok formaja

A gomb karakterisztikdji mikrofon nyitott, membrin-
ja mindkét oldalara hat a hangnyomds, minden irany-
bol érzékel. Az irdnyitott (példaul kardioid) karakte-
risztika fGirdnyba maximalis érzékenységld, egyéb
iranyokba fokozatosan gyengilS érzékenységi (17.
abra) [2].

Epitészet

A texasi Fort Worth-ben talalhat6, hires azsiai és eur6-
pai muvészeti gyUjteménynek és kidllitisoknak ott-
hont ad6 Kimbell Art Mazeum elSkertjének tetSszer-
kezete ciklois format kovet (18. abra).

18. dabra. Kimbell Art Mazeum (Fort Worth, Texas) elGkertjének te-
toszerkezete is ciklois.

A FIZIKA TANITASA

17. dbra. Gomb, illetve kardioid formaja mikrofonok.

A ciklois el6fordulasa a természetben

A sejtek osztodasanak specidlis tulajdonsagai miatt a
természetben szamtalan helyen talilkozhatunk cikloi-
sokkal. A levelek formaja, napraforgd magjainak elren-
dezédése, meggy vagy cseresznye alakja, a ,pavaszem”
néven ismert mintazat a pavakakas felsg farkfedétollan
(19. dbra képei) mind-mind valamilyen ciklois.
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19. dbra. Cikloisok a természetben.
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