példaul csak 1979-ben bizonyitotta be Richard Schoen
és Shing-Tung Yau, tovabbd 1981-ben mids modszerrel
Edward Witten. Az energia és impulzus természetének
problémdja az altalanos relativitaiselméletben még ma
sem tekinthetS teljesen lezdrtnak. A f6 nehézség az,
hogy a graviticios mezGnek nincs egyértelmd energia-
impulzus tenzora, tovabba az altalanos relativitiselmé-
letben nincsenek egyértelmd globalis id6- és téreltolasi
szimmetridk. A graviticios energia és impulzus legré-
gebbi definicidiban kilonféle pszeudotenzorok szere-
pelnek; egy graviticios energia-impulzus pszeudoten-
zort maga Einstein is bevezetett. Egy masik lehetséges
megkozelités, hogy az energia- és impulzusiramok he-
lyett csak véges térrészekhez tartozo, azaz kvazilokilis,
illetve teljes energiat és impulzust probalunk meg értel-
mezni. Magyarorszigon ezen a terileten Szabados
Laszl6 Bend ért el jelentSs eredményeket, tobbek kozott
a zart univerzumok teljes tomegére, illetve az aszimpto-
tikusan de Sitter-téridGkben bevezethet§ energiira és
impulzusra vonatkozéan [2-5]. A gravitacids energia-
impulzus problémajarol részletesebb ismertetd taldlhato
Szabados Laszl6 nemrég megijelent cikkében [6].

Bar a fizika sok fontos differencidlegyenlete elGall
Euler—Lagrange-egyenletként, természetes modon fel-
vetddik az a kérdés is, hogy altalaban mit lehet mon-
dani a differencidlegyenletek szimmetridir6l és meg-
maradé mennyiségeirSl. A huszadik szizad misodik
felében ezt a problémat is alaposan megvizsgaltik. A
Noether-tételben megfogalmazotthoz hasonldé megfe-
lelés a szimmetridk és a megmaradd dramok kozott
ugyan altalaban nem all fenn, de haszndlhato sziszte-
matikus modszereket sikertlt talilni a megmarad6
aramok és a szimmetridk megkeresésére.

Noether a variacidés problémak szimmetridinak és
megmaradd dramainak tanulmdnyozdsa utin vissza-
tért az absztrakt algebrahoz, és palyafutdsinak tovab-
bi részében ezen az éppen erbsen fejlédé teriileten
ért el jelentSs eredményeket, amelyek altal neves és
elismert matematikussa valt. 1933-ban Hitler hatalom-
ra jutdsa utan zsido szirmazasa miatt sok mas tanarral
egyltt 6t is elbocsatottak a Gottingeni Egyetemrdl. El
kellett hagynia hazijit, az Egyesiilt Allamokba emig-
ralt, ahol a Philadelphia mellett talilhat6 Bryn Mawr
College tandra lett, és Princetonban is tartott elGada-
sokat. Amerikdban azonban csak rovidebb ideig volt
lehet&sége dolgozni, mivel 1935-ben, egy mutétet ko-
vetd komplikiciok kovetkeztében elhunyt.
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CSOPORTELMELET REAKTORFIZIKAI ALKALMAZASAI

A csoportelmélet sohasem volt népszerd. Slater (1] az
alabbiakat irta egy, a kizarasi elvrdl folytatott vita kap-
csan: ,Ez volt az a pont, amikor Wigner, Hund, Heitler
és Weyl belépett a képbe a maguk »Gruppenpest«jével,
a csoportelmélet pestisével, ahogyan néhany elége-
detlen nevezte, akik sohasem tanultak csoportelmé-
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letet iskolai tanulmanyaik sorin.” Az évtizedekkel ez-
eldtti vita Gjra felbukkant P. Weinberger 2] cikkében.

Az id6 azonban megtette a magaét, ma mar a cso-
portelmélet hasznat, még a reaktorfizikai alkalmaza-
sokban is — igaz néha vitathat6 formaban — a szakma
elfogadta. Jelen dolgozat fel kivanja hivni a figyelmet
a csoportelméleti modszerek hasznalhatosagara a
reaktorfizika numerikus modelljeiben.

Azonban még évtizedek multaval is megallapithato,
hogy a numerikus problémakkal foglalkozok jol isme-
rik a numerikus modszereket, alkot6 moédon alkal-
mazzak azokat, viszont a modern algebrat nem hasz-
naljak. Akik viszont a csoportelméletben jaratosak,
nem tudjak, miként hasznosithaté tudasuk a numeri-
kus modszerek tertletén. A szerzé célja annak bemu-
tatdsa, hogyan hasznidlhat6 a csoportelmélet numeri-
kus modszerekben.
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A megoldando feladat

A feladat meghatarozni a ¥(r) neutronfluxust azr e V
tartomanyban. A V tartomdny 9V peremén az alabbi
homogén peremfeltételt irjuk elé: B¥() = 0, ahol B
adott linearis operator. A neutronfluxus kielégiti az
alabbi linearis egyenletet:

AP Ya) = A¥Y@), har € V,
BY¥Yw#) =0 har € dV.

€))

Itt A és B linearis operator, az A operatorban szereplé
p paramétert Ggy valasztjuk, hogy a homogén (1)
egyenletnek legyen nem azonosan nulla megoldasa.
A ¥Y(r) megoldast az aldbbi iterdcioval hatirozzuk
meg: kiindulunk egy ¥,(r) kezdeti eloszlasbol, a k-ik
iteraciobol meghatarozzuk ¥,,,-et:

AP WP, M) = AW, @

aholr e Vés k=1,2 3, ... A peremfeltételt az alabbi
modon kezeljik. Felosztjuk a V tartomanyt N, > 1
egybevagd részre, a részeket megszamozzuk. Két
szomszédos tartomany kozos része belsé hatar, amin
a YY) megoldasnak és normailis derivaltjanak — pon-
tosabban a neutronaramnak — folytonosnak kell len-
nie. A kilsé hatarokon peremfeltételt irunk eld, pél-
daul rogzitjik a Wfluxus és a d ¥ normalis irdnya deri-
valt kovetkezs kifejezését:

BoOr,) = &, +yddwr,) =0, (6))

aholr, e V.Itt yadott paraméter, d ¥ normdlis iranya
derivalt a peremen. Az A(p) operitor p paraméterét
ugy kell megvalasztani, hogy az (1) egyenleteknek
legyen nem azonosan nulla megoldasa.

Egy iteracios l1épés sordn a V-t kitolté minden rész-
térfogatot végig kell az iterdcidonak jarni. Belsé hatdro-
kon folytonossagi feltételeket irunk eld, kiilsG hataro-
kon a (3) peremfeltételeket. Amennyiben a k-ik lé-
pésben (¥,,,— ¥,)/ ¥, elég kicsi az egész Vtartomany-
ban, az iterici6 konvergil. Az aldbbi feltételek ki-
emelten fontosak az eljards alkalmazhatosaga szem-
pontjabol:

1. Az iteracioban szereplS A és B operitorok linea-
risak.

2. A numerikus moédszerekben az egyenletek koze-
lit6 formaban vannak felirva.

3. A fenti lefrasban nem szerepelnek visszacsatola-
sok — példaul az A operatorban szereplé mennyisé-
gek nem fliggenek paraméterektSl (mint a ftGanyag
és a moderator hémérséklete) —, amit egy Gjabb itera-
cioval kellene figyelembe venni.

Reaktorfizikai alkalmazasokban az A(p) operitor
két tag Osszege: egyrészt tartalmazza a kifolyast, amit
most DV? alakba irunk, ahol D a diffaziés allando,
masrészt a reakciogyakorisagokat (szords, abszorp-
ci®) amit egy altalanos X hataskeresztmetszet-matrix-
szal irunk le. Mindkét tag a ¥ neutronfluxusra hat. A
megoldasban a
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D Et = At S

—ahol i=1, ... N,— operitor A, sajatértékeit és ¢, sa-
jatvektorait fogjuk hasznalni.

A (4) egyenlet analitikus megolddsa megadhato
exp(4,&r) alakt tagok Osszegeként, ahol &1 = 1.
Megfelel6 sulyokkal az exponenciilis fliggvényekbdl
(4) egzakt megoldasa [6]:

G

or) = Y

i=1 g1 =1

t, (& exp(d,Er)dE. )

Itt G az energiacsoportok szima. (5)-bdl kovetkezik,
hogy D és X meghatirozza & abszolat értékét, de ira-
nyat nem.

Rovid csoportelmélet

Amennyiben az (1) és (2) egyenletben szereplS A és
B linedris operatorokhoz létezik olyan P operator,
amelyre fennall

PA = AP ¢és PB = BP, ©)

akkor P a vizsgalt feladat szimmetridja. Egy numeri-
kus probléma leirdsihoz az (A,B, V) harmas sziiksé-
ges €s elegendd.

Ha P,A = AP, é P,A =AP,, akkor (P,P,)A =
A(P,P,). Ez definidl egy muveletet (szorzas), a lehet-
séges szimmetridk csoport nevu struktarat alkotnak.

Legyen G véges csoport, amelynek elemei g, g,
..., 8y, ekkor:

e G-nek van egységeleme, amit e-vel jelolink: ge
=eg=g.

e Minden ge Gelemnek van inverze, jele g™, ami-
regg =g7'g=e.

e G kozos elemet nem tartalmazd konjugalt oszta-
lyokra, roviden osztdlyokra bonthatd. Az a € G elem-
hez tartozé konjugilt osztaly a gag™ elemekbdl all,
itt ga G csoport minden elemén végigfut.

e G Ndarab matrixszal abrazolhat6. A matrix spuar-
jat karakternek nevezik. Egy osztily matrixainak spuar-
ja azonos.

e A karakterek négyzet alaki matrixba rendezhe-
t6k. Az oszlopok a konjugilt osztalyokat, a sorok az
irreducibilis altereket mutatjak.

e A karaktertabla i-ik sordanak j-ik eleme megadja
az i-ik irredhez tartozo j altér matrixainak karakterét
(spurjat).

A felsorolt tulajdonsiagok lehetévé teszik, hogy egy
P csoportelem hatasat az f(r) fuiggvényre az alabbi
modon adjuk meg:

P /@) = [(O7'p), @
azaz, egy P operator hatasat az # helykoordindtakra —

egy linedris transzformdcioval — az O matrixszal ir-
hatjuk le. Ezzel a szimmetridkat izomorfidba hoztuk a
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koordindtatranszformacidkat leir6 matrixokkal. Ez
adja az alabbi definiciokat:

e A P operitor a Vtérfogat szimmetridja, haPa V
térfogatot bnmagaba képezi le.

e Orbitnak nevezziik egy adott » pontnak a cso-
portelemek transzformicioi alatt kapott #, pontok
halmazat.

e V/G-vel jeloljuk az orbitok halmazit, ami egy
ekvivalenciarelaciot definial V pontjai kozott: az x és
y pontok ekvivalensek, ha a G csoport azonos orbitja-
nak elemei.

e Legyen az O, O,, ..., O, mitrixok halmaza zart
a matrixszorzds muveletére nézve. Az Oy, O,, ..., O,
matrixok a G csoport egy dbrazolasat adjak, ha a G
csoport minden eleme eléallithaté az O, matrixok
segitségével az alibbi médon: OleOjl, ahol 1 <4<
n. Itt az O, matrixok minden osztalybol valasztandok.

e Egy reprezenticiot (dbriazolast) reducibilisnek

2

nevezlnk, ha minden O, € G matrix el&allithato

O, =
! 0 C,

alakban. Ellenkez6 esetben az abrazolas irreducibilis.

e Minden csoporthoz hozzarendelhetS egy karakter-
tabla, ami négyzet alak(, sorainak és oszlopainak szama
n, ami a csoport konjugilt elemosztalyainak szama.

e A karaktertibla segitségével kivetithets egy
adott vektorbol vagy figgvénybdl annak minden irre-
ducibilis komponense.

e Az irreducibilis komponensek ortogonalisak
egymasra.

Osszefoglalva: egy alakzat szimmetridi csoportot
alkotnak, a csoport elemeinek hatasa fliggvényekre a
fuggvény fliggetlen valtozoira hatdé matrixokkal adha-
to meg.

A csoportelmélet alkalmazasa

Amennyiben a Vtérfogat szimmetrikus, Vszimmetria-
csoportja segitségével a ¥(r) megoldast fel lehet bon-
tani egymasra ortogonalis ¢ (#) irreducibilis kompo-
nensekre.! A tovabbiakban ezeket irrepnek fogjuk
nevezni. Legyen

N,
va) = Y 6,0, ®
s=1
és az irredek ortogonalitdsa miatt
(9 9) = 6, , (C))

a skaldrszorzatban az integrdlds a helyvaltozora tor-
ténik.

A (4) egyenlet megoldasira a (2) iterdciot szokds
hasznalni [4, 0]. Az iterdcio k-ik lépésében a megol-

1 Ttt az ortogonalitis jelentése: (¢, ¢ (r)) = 0.

MAKAI MIHALY: CSOPORTELMELET REAKTORFIZIKAI ALKALMAZASAI

dast jelolje ¥,(r) és modosul (8) is mert a k+1-ik ite-
racios lépés eredményét a ¢, @) fliggvényekbdl sza-
mitjuk:

N,
W @) = ) 9, (10)
s=1

Bontsuk fel az (5) egyenletben szerepl$ ismeretlen
Ji(r) figgvényeket a (8)-ban szerepls ¢ () irrepekre.
Az utébbiak linedrisan fuggetlenek, ezért az iteracio
minden ¢, irrepre kiilon végrehajthato:

¢sle+l(r) = j’s ¢sle(r)’ (11)

ahol s=1, 2, .... Vegylik észre, hogy a linearisan flig-
getlen ¢, irrepek nem keverednek az iteracid soran,
noha az egyes irrepek konvergencidja A,-t6l fiigg, ami
minden irrepre eltérd lehet.

1. Megoldand6 a kovetkezé homogén peremérték-
probléma:

Ap) P@r) =0, har e V;
BY@) =0 har € 9V.

(12)

A fenti probléma homogén. Megismételjik, hogy az A
operatorban szereplé p paramétert gy kell megva-
lasztani, hogy a homogén feladatnak legyen nemtri-
vialis megoldasa.

2. Ha léteznek olyan P operiatorok, amelyekre
fennall

PA = AP és PB = BP
' (13

valamint PV = V,

akkor a P operatorok csoportot alkotnak.

3. A csoporthoz tartozd karaktertdbla segitségével
barmely YY), r € V fuggvény felbonthato ortogonalis
irredekre:

)
PO = 22 Y xR i, a4+

|Gl %

ahol « az irred azonositoja, y*(g) a karaktertabla o
sora g elemének megfelels érték.
Az f,(r) figgvények a ¥(r) megolddsok egy orbiton
felvett értékeinek linearis kombinacioja:
[ =Y v, P, ¢5))
%
ahol a k index az orbitok pontjainak sorszama, ¥, a
karaktertabla, 7 a karaktertabla sorait indexeli.

Aszimmetrikus struktarak

T. Sunada (8] felvetette, hogy csoport elGallitisara
felhasznalt eszkozoket tigabban is lehet értelmezni: a
csoport objektumok olyan halmaza, amelyek kozil
barmelyik kett6t egy muvelettel (ragasztas) Ossze le-
het kapcsolni. Egy objektum szimmetrikus, ha agy
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6 2

1. abra. Szabalytalan alakzat 7 egybevagd haromszogbdl.

transzformalhato, hogy kozben az objektum nem val-
tozik. C. Gordon és D. Webb [3] harom csoportelem-
bél (e, B és y) hozott 1étre egy hételemi objektumot,
jelolje ezt G. Legyenek G alkotbelemei az a, B és ¥
szorzatai, ahol a szorzat ragasztast jelent.

A csoport elemeit azzal irjuk le, hogyan hatnak az
alabbi hételemd halmazra: X = [1, 2, ..., 7]. G egy ele-
mét jelolje g, és g hatasa G-re legyen G elemeinek egy
permuticidja. G hatdsat az X halmazon egy graffal lehet
leirni (Cayley-graf). Gordon és Webb [3] a G csoport
leirasara az alabbi ,ragasztas” technikat javasolta:

1. Az alapelem legyen egy poligon, annyi oldallal,
ahany alkot6elemet hasznalunk G felépitéséhez (ese-
tinkben harom). A poligon oldalait jeloljik az alkoto-
elemeknek megfelelGen a-val, B-val és yval.

2. A graf annyi elembdl alljon, ahdny eleme van az
X halmaznak. Két adott elemnek egy kozos oldala
lehet, a k6z6s oldal kizardlag a két érintkezé harom-
szog azonos oldala lehet: ¢, fvagy ¥.

3. Bels6 oldal: két hiromszog kozos oldala. Kiilsé
oldal: nincs olyan hiromszog, amelynek lenne k6zos
oldala az adott hataron. Egy harom-

V2¥G) = A W) ao
egyenlet minden A sajatértéke azonos.

Az 1. abran 1&vé felsS alakzaton a 7 haromszoget
megszamoztuk. Az alakzatot egybevagd haromszogek
alkotjak, ezek éleit ¢, f és yjeloli. Két haromszognek
csak egy kozos oldala lehet, ezért az oldal jelolése
felhasznalhat6 az alakzat felépitéséhez. Az abra also
részén lathato alakzat elemeit szamok mutatjak, a ko-
z0s €éleket — amelyek ¢, B és y lehetnek — a rajzon
szintén feltintettik.

A konvergencia buktat6i

A numerikus modszerek egyenletrendszert szarmaz-
tatnak a keresett figgvényben szereplS egyttthatok-
ra. A probafiiggvényeket (a kozelits fuggvénytér bazi-
sait) ugy kell megvalasztani, hogy megtfelelGen irjak le
a fizikai folyamatokat, de arra is tigyelni kell, hogy a
kapott egyenleteket hatékonyan tudjuk megoldani.

A neutrontranszport-egyenlet megoldasa soran a
VARIANT program [4] az alabbi médszert hasznilja:

e A megoldas Vtérfogatat egybevago V,—i=1, ...,
N - régiokra osztja fel, ezekben az anyagi tulajdonsa-
gok helytdl fliggetlenek.

e A keresett neutronfluxusra V; hatardn kozelitést
alkalmaz, két szomszédos elem hatarin megkoveteli a
megoldas folytonossagat.

* A V,régi6 belsejében is kozelitést alkalmaz, en-
nek alapjan szamitja a reaktorfizikiban kiemelt fon-
tossagu reakcidgyakorisagokat.

Ez a kozelitési mod a numerikus modszerek ko-
rében tipikusnak mondhato. Azt talaltdk, hogy a
VARIANT program algoritmusa csak akkor konver-
gal, ha a feliuleten megadott linearis kozelitéshez a
térfogat belsejében legalabb hatodfoku kozelitést tar-
sitanak, ami a szerzSk szerint érthetetlen, program-
hibara gyanakodtak.

A feladat vizsgalatahoz elemezzik a kozelitést! E16-
szoOr leszogezzik, ha a keresett megoldast linearisan
fuggetlen alterekben vizsgaljuk, akkor az iteracionak

szognek legfeljebb harom belsé oldala
lehet, az 1. dbrdn egyetlen ilyen van,
a ,2” elem.

4. Az 1. dbra als6 része mutatja az

A legfeljebb negyedfoki polinomok irreducibilis komponensei

1. tablazat

(négyzet, azaz C,, csoport esetén)
gyZ 40 P!

polinomfok

elemek  szorzatait”. A |77 és ,3” eleme- pr
1

ket egy a-tipust €l koti 6ssze, a ,3” és

0 1 2 3 4

,5" elemeket egy B-tipusi él stb. 1

x2y2, x4+y4

A Cayley-graf ismeretében az 1. db-
rahoz is lehet egy csoportot rendelni,

2

x3y—yix

némi munkdval meg lehet talalni a pro-

.X _ y/

RSy

jektorokat, amelyekkel az ortogonilis

Xy+ 3

komponenseket ki lehet vetiteni. Ezek

segitségével a numerikus moédszer ha-
tékonyabba tehetd.

Kuridozum: lehet konstrualni olyan,

o | N | W

egymassal nem ekvivalens alakzatokat,
amelyeken a
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minden ilyen altérben biztositania kell
a konvergenciat, hiszen a linearis fig-
getlenség miatt az alterek kozott nem
léphet fel kompenzacid, azaz olyan

A legfeljebb negyedfokiu polinomok irreducibilis komponensei

2. tablazat

(hatszog, azaz Cg, csoport esetén)

helyzet, hogy egy altérben a konver- | polinomfok

gencia hidnyat mas alterek kombina- /1

1 2 3 4

cioi potoljak. Ezutdn az a kérdés, hogy 1

— x’+y —

ilyen linearisan fliggetlen altereket mi-

ként lehet egyszerGen taldlni. Erre a
valaszt a diszkretizalt térfogat egy no-

y(y*=3x? -

[F-N RGN B \S)

dusdnak automorfizmusai szolgaltatjak.

x(x?=3yH) -

Ez az automorfizmus-csoport (8) sze-
rint egy felosztast generdl a kozelitd

X,y - x(x+yh) -

fuggvények altal kifeszitett téren, és a

Xy - Yy + D -

konvergencia minden egyes altéren
fenn kell alljon. Vizsgaljuk meg a kon-

X,y - - -

vergenciat az egyes altereken [5].

X,y - - -

O le'e] ~ N | W

A szamitas Ggy torténik, hogy az el6-

- x*=y? - Gxt-6x?y? =3y, x3y

z6 noédus kimend aramabol meghati-

10
rozzuk a bemend aramokat. Amennyi-

»’x

ben a peremen linedris fliggvényekkel 1

6x2y2_(x4+y4)

kozelitjik a bemend dramokat, minden 12

altérben nemnulla jarulékot kapunk. Ez-
utan megoldjuk az egyenletet a tarto-
many belsejében, de ott is adott fokszamu polinomok
szerint fejtjik ki a megoldast. Amennyiben a kozelité
polinomok nem teszik lehetévé, hogy a megoldasnak
minden altérben legyen el nem tiiné komponense, az
eljaras nem konvergalhat. Az 1. és 2. tablazatbol meg-
allapithato, hogy a térfogat belsejében alkalmazott poli-
nomok fokszidmanak novelésével elérhets, hogy min-
den linedrisan figgetlen altérben legyen el nem tiné
komponens, am ehhez legalabb hatodfoka polinom
kell szabalyos hatszog alaka ndédusokban, és legalabb
negyedfoka polinom négyzet alaki nddusokban.

Az ismertetett modszer egyuttal Gtmutatast is ad,
hogyan lehet egy adott kozelitést javitani, illetve al-
kalmassa tenni mds geometria esetére.
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’ Jobb egy mentéotlet mint 6t menté egylet
’ — irta Karinthy Frigyes az egyletistapolas margéjara.

’ Most Tarsulatunknak lenne sziiksége

G

egyletmento otletekre!

’ P \\\\\\
E Ezek az otletek nem vesznek el, \\\\\\\ a ’
ha a http://forum.elft.hu ’

linken, az ELFT stratégiai vitaforuman adjuk elo.
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