SZA7 EVESEK NOETHER TETELEI

Idén Gsszel szaz éve, hogy megjelent Emmy Noether
Invariante Variationsprobleme cim(, a modern fizika
szempontjabol alapvetd fontossiginak bizonyult cikke
[1] a varidcids problémidk szimmetridi és megmarado
aramai kozotti 0sszefliggésekrdl. Ezen alkalombol idéz-
ziik fel az ebben leirt f6bb eredményeket, kitérve lét-
rejottiik kortilményeire és késdbbi hatasukra is.
Noether cikkében két tétel €s néhdany tovabbi ered-
mény talalhato, amelyek kozil az elsd tétel a legis-
mertebb, de a szazéves évfordul6 alkalmabol a maso-
dik tételt is érdemes attekinteni. A tételek teljes altala-
nossagban val6 preciz megfogalmazasara nem torek-
szink, mert az terjedelmesebb elGkészitést igényelne.

A Noether-tételek létrejottének elzményei

Amalie Emmy Noether 1882-ben sziiletett a bajororszagi
Erlangenben. Apja, Max Noether, matematikus volt, az
Erlangeni Egyetemen tanitott. Emmy Noether is az Er-
langeni Egyetemen tanult matematikat, és egy félévet
Gottingenben is eltoltott, ahol Karl Schwarzschild, Her-
mann Minkowski, Otto Blumenthal, Felix Klein és Da-
vid Hilbert elGadasait hallgatta. Doktori dolgozatat al-
gebrai invaridnsokrol — Erlangenben Paul Gordan ve-
zetésével, akinek az invarianselmélet volt a f6 szaktert-
lete — irta. A doktori fokozatot 1907-ben szerezte meg,
ezutan 1915-ig az Erlangeni Egyetemen tanitott és vég-
zett kutatisokat. 1915-ben Klein és Hilbert hivta meg
Gottingenbe abbol a célbol, hogy segitségiikre legyen
az altalanos relativitaselmélet bizonyos kovetkezmé-
nyeinek felderitésében. Hilbert és Klein ekkoriban szo-
ros kapcsolatban allt Einsteinnel, aki 1915 nyardn Hil-
bert meghivasara el6adas-sorozatot is tartott a gottinge-
ni matematikusoknak az éppen kialakuloban 1évé alta-
lanos relativitiselméletrdl. Einstein a rola elnevezett gra-
vitacios egyenleteket 1915 vége felé hozta nyilvinos-
sagra, és Hilbert is ugyanekkor vezette le ezen egyen-
leteket a késSbb kettejikrSl elnevezett hatisbol. Az
altalanos relativitaiselmélet felfedezésekor azonnal felve-
t6dott a kérdés, hogy az elmélet keretei kozott miként
kell értelmezni az energia és az impulzus fogalmat, vala-
mint ezek megmaraddsiat. E problémaval intenziven
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Amalie Emmy Noether (1882. mircius 23. — 1935. aprilis 14.), ,a
legkreativabb matematikai zseni, amiota a nék szamara is megnyil-
tak az egyetemek kapui”. (Albert Einstein)

foglalkozott — tobbek kozott — Einstein, Hilbert és Klein,
Noethert is ennek kapcsan hivtak Gottingenbe. Einstein
és Hilbert latszolag eltéré energia- és impulzusmegma-
radasi torvényekre jutott, igy az volt az egyik kérdés,
hogy ezek milyen viszonyban vannak egymassal. Hil-
bert azt is megallapitotta, hogy az altalanos relativitasel-
méletben az energia- és impulzusmegmaradasi torvé-
nyek mas jelleglek, mint a klasszikus mechanikaban és
a speciilis relativitiselméletben, de ezen eltérés pontos
matematikai oka még tisztazasra vart.

Az elsd tétel

Noether a Hilbert és Klein altal felvetett problémakkal
kapcsolatban elért eredményeit 1918-ban publikilta a
Gottinger Nachrichten cimd! folyoiratban az Inva-
riante Variationsprobleme (Invarians varidcios prob-

! A folyoirat teljes cime Nachrichten von der Gesellschaft der Wis-

senschaften zu Gottingen, Mathematisch-Physikalische Klasse volt.
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lémak) cimd, német nyelvld cikkében. Kozzététele
el6tt elGadasban kellett bemutatni a dolgozatot a Got-
tingeni Tudomanyos Tarsasigban, amelynek Noether
— habilitacié hijain — nem lehetett tagja. Az elGadast
Klein tartotta meg. A cikkben megfogalmazott két {6
tétel kozil az elsG, amelyet ma Noether-tételnek vagy
Noether elsé tételének neveziink, a variacids problé-
mak folytonos szimmetriai és megmarado aramai ko-
zotti kapesolatrol szol.

Varidacios probléma alatt a kovetkezot értjik: te-
kintstik az

§= [dPx 1{x, @6, 0, @), 0, @, .| D

integralt, amelyben D az x* fiiggetlen valtozok sza-
ma, £=0,1, ..., D-1; @, i=1, 2, ... jeloli a figgd
valtozokat, és L a Lagrange-strdségfiiggvény. A me-
chanikdban és a térelméletben x” dltaldban az id6-
koordinata, S-t pedig hatasnak nevezzik. A probléma
azon @,(x*) fliggvények megtalalasa, amelyek esetén
§ staciondrius. § stacionaritisa — mint jol ismert —
egyenértékd azzal, hogy a @,(x*) fiiggvények kielégi-
tik az Euler-Lagrange-egyenleteket.

Noether varidcios problémakra valo koncentralasat
a Hamilton-elv fizikdban betoltott fontos szerepe,
tovabba az a kortlmény indokolta, hogy — mint Hil-
bert megmutatta — az Einstein-egyenletek is elGallnak
Euler—Lagrange-egyenletként.

Egy j* aramot megmarad6 dramnak neveziink, ha
az Euler-Lagrange-egyenletek teljesiilése esetén

Y 9,7/4=0 @)
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teljestil. j* altalaban az x*, @, és @, derivaltjainak fiigg-

vénye. -t toltésstriségnek nevezziik; a teljes toltést —
amely egy (D-1)-dimenzids £2térrészben talalhat6 — az

jdxldx2 o dxPt 0
e}

integral adja. A Stokes-tétel szerint a (2) kontinuitasi
egyenletbdl kovetkezik a toltés megmaraddsa, ami
azt jelenti, hogy egy £ térrészben levé
toltés megviltozdsa egy adott idGinterval-
lum alatt megegyezik a térrész hatiaran
ezen idG alatt ataramlo toltéssel. Ha az
id6 az egyetlen fuggetlen valtozo, akkor
j*-nek természetesen csak egy kompo-
nense van, j°, amely ebben az esetben
nem toltésslrlség, hanem a teljes toltés,
és j* megmaraddsa azt jelenti, hogy ;°
idében dllandé.

Egy variacios probléma folytonos szim-
metridja a fuggetlen és a fliggd valtozok
olyan egyparaméteres transzformacidcso-
portja, amelynek hatdsa S-t nem valtoztat-
ja. Azokat a folytonos szimmetridkat ne-
vezzik klasszikus szimmetridknak, ame-
lyek generatora csak x*-t6l és @,-tdl fugg.
Noether mindazonaltal azon szimmetriakat
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is figyelembe vette, amelyek generitora @, derivaltjai-
tol is fuigg; ezeket késGbb altalanositott szimmetridk-
nak nevezték el.

Az elsé tétel szerint egy variacios probléma minden
folytonos szimmetridjahoz tartozik egy megmarado
aram, és ennek megforditasa is igaz.

Noha speciilis eredmények mechanikai rendszerek
szimmetridira és megmaradd mennyiségeire vonatko-
z6an kordabban is ismertek voltak, Noether tétele egy-
séges keretbe foglalta és nagyon messzemenden alta-
lanositotta is ezeket. A tétel mechanikai és térelméleti
modellekre egyarant érvényes, tetszélegesen magas
derivaltakat enged meg a Lagrange-fliggvényben, to-
vabba a klasszikus szimmetridkon tdlmendGen az alta-
lanositott szimmetridkat is figyelembe veszi. Az altala-
nositott szimmetridkra azért is szliikség van, mert alta-
laban nem minden megmarad6 aram felel meg vala-
milyen klasszikus szimmetrianak.

A szimmetriak és a megmaradd mennyiségek a fizi-
kai rendszerek legalapvetSbb jellemzéi kozé tartoznak,
és kozponti szerepet jatszanak az egyes fizikai rendsze-
rek tanulmanyozasiban-megértésében. Ezek ismereté-
ben fontos kijelentéseket lehet tenni egy fizikai rend-
szer viselkedésérdl anélkiil, hogy teljes részletességgel
ismernénk annak idébeli fejlédését. A szimmetridkkal
kapcsolatos megfontolasok gyakran szolgalnak vezérlG
elvként Gj modellek, illetve elméletek megalkotdsakor,
mint ahogy ez az altalanos relativitiselmélet esetében is
tortént. Egy fizikai rendszer szimmetridinak és megma-
rad6 mennyiségeinek ismerete a mozgisegyenletek
megoldasahoz is jelentSs segitséget ad, sét elegendGen
sok szimmetria vagy megmaradé mennyiség ismereté-
ben a mozgasegyenletek teljes megoldisa is lehetséges.
A mozgisegyenletek numerikus megolddsa sorin is
fontos a szimmetridk és a megmaradé mennyiségek
ismerete, mivel ez gyakran egyszeribb és hatékonyabb
szamolast tesz lehet6vé, segiti az eredmények értelme-
zését, tovabba a numerikus eredmények ellenGrzésére
is haszndlhato. Mindezek alapjan mondhatjuk, hogy az
elsé tétel a fizika torvényeire vonatkozo, altalanos érvé-
nyu, specialis modellekre nem korlatoz6do, alapvetd
fontossagu osszefliggést fogalmaz meg.

Az Erlangeni Egyetem 1916-ban.
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Az elsé tételt gyakran hasznaljuk arra, hogy egy-
egy fizikai rendszer ismert szimmetridihoz meghata-
rozzuk a megfelel6 megmarado aramokat. A legismer-
tebb szimmetriak a klasszikus fizikdban az id&eltola-
sok, a térbeli eltolasok és a forgatasok, amelyekhez az
energia, az impulzus és az impulzusmomentum tarto-
zik, mint megmaradé mennyiség. Jol ismert térid6-
szimmetria még a Galilei-szimmetria (a Galilei-transz-
formaciok az egymashoz képest konstans sebességgel
mozgd inerciarendszerek kozotti transzformaciok),
illetve a specialis relativitaselméletben ezt helyettesité
Lorentz-szimmetria. Zart, konzervativ pontrendszer
esetén a Galilei-szimmetriabol az
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mennyiségek megmaradasa kovetkezik, ahol m a
pontrendszer teljes tomege, r a tomegkozéppont
helyvektora és ¢ az idé6t jeloli. Konnyen lathato, hogy
a (3) mennyiségek megmaradasa egyenértékd a to-
megkozéppont egyenes vonall egyenletes mozgasa-
val, az impulzus megmaradasihoz hasonl6éan. Meg-
maradé mennyiségre tovabbi jol ismert, klasszikus
mechanikai példa a Kepler-probléma vonatkozasa-
ban a Runge-Lenz-vektor, azaz ennek hirom kom-
ponense. Ezek, mint megmaraddé mennyiségek a
Kepler-probléma bizonyos altalanositott szimmetriai-
hoz tartoznak.

A térelméletben a térid6-szimmetridk mellett a
szimmetridk egy masik fontos osztalyat alkotjak a bel-
s6 szimmetriak, amelyek a kiilonb6z6 terek, mint pél-
daul az elektromagneses tér és az anyagterek kompo-
nenseit transzformaljak egymas kozott. A belsS szim-
metridk egyik legfontosabb példija az elektrodinami-
ka globalis mértékszimmetridja, amelybdl az elektro-
mos dram megmaradasa kovetkezik, de a kilonféle
részecskefizikai elméletekben még szdmos tovabbi
hasonl6 szimmetria el6fordul. Az egyik jol ismert ré-
szecske- és magfizikai bels6 szimmetria az izospin-
szimmetria, amelyet Heisenberg a proton és a neutron
erGs (nuklearis) kolcsonhatasai azonossaganak ma-
gyardzatara vezetett be. Ez a magfizikai elmélet olyan
megfogalmazasit kovetelte meg, amelyben a hatas-
flggvény invarians az izospin-szimmetriatranszfor-
macidkra. Ebben az esetben tehit nem egy meglevs
elmélet ismert tulajdonsdganak elegans reproduka-
lasdarol volt sz6, hanem egy felismert megmaradasi
tulajdonsag beépitésérdl a jelenség elméletébe.

A masodik tétel

Noether masodik tétele olyan variacidés problémakra
vonatkozik, amelyek lokalis szimmetriacsoporttal ren-
delkeznek. A lokalis szimmetriacsoportok olyan végte-
len dimenzios csoportok, amelyek elemei fiiggvények-
kel (ezek a fuggetlen valtozok fiiggvényei) paraméte-
rezhetSk, ellentétben a globalis szimmmetriacsoportok-
kal, amelyek elemei néhany valds szimmal paraméte-
rezhetSk. Az ilyen tipust szimmetriacsoportok a mai
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tizika szempontjabol alapvetS fontossaguak, mivel az
elemi kolcsonhatasokat leird, jelenleg dltalanosan elfo-
gadott modellek, azaz az altalanos relativitiselmélet és
a részecskefizika standard modellje (az elektrogyenge
és az erds kolcsonhatdsok elmélete) mind valamilyen
lokalis szimmetriara épiilnek. Az dltalanos relativitisel-
mélet lokalis szimmetridja az altalanos koordinata-
transzformaciokkal szembeni invariancia. Az elektro-
gyenge és az erds kolesonhatasok lokalis szimmetriai a
Yang—Mills-féle mérték(gauge)szimmetriak, amelyek az
elektrodinamika mértékszimmetriajanak altalanositasai.
A kilonféle tovabbi részecskefizikai elméletek legna-
gyobb részében szintén fontos szerepet jatszanak a
lokalis szimmetridk.

Noha Noether szempontjabol elsGsorban az altala-
nos relativitiselmélet volt fontos, és az 6 idejében a
Yang—Mills-féle mértékszimmetridk még nem voltak
ismertek (Yang és Mills 1954-ben fedezte fel ezeket),
a masodik tétel nemcsak az altalanos koordinata-
transzformaciokra vonatkozik, hanem egy teljesen al-
talanos lokalisszimmetria-fogalmat vezet be, amely
specidlis esetekként magaba foglalja az altalinos koor-
dinatatranszformicidkat és a Yang—Mills-féle mérték-
szimmetriakat is.

A tétel azt mondja ki, hogy ha egy variacids prob-
léma lokdlis szimmetriaval rendelkezik, amelyet n
fuggvénnyel lehet paraméterezni, akkor az Euler—
Lagrange-egyenletekben szereplé FEuler—Lagrange-
deriviltak nem figgetlenek egymastol, hanem n (al-
taldban derivalasokat is tartalmazo6) azonossagot elé-
gitenek ki, és ennek a megforditasa is igaz. Noha ez
a tétel nem tdnik annyira érdekesnek, mint az elsg,
fontos kovetkezményei vannak. Az Einstein—Hilbert-
hatasra alkalmazva az Einstein-tenzor kovarians di-
vergenciamentessége (V,G*" = 0) adodik, amelybdl
az Einstein-egyenlet felhasznalasaval az energia-
impulzus tenzor kovarians divergenciamentessége
(V, 7" = 0) is kovetkezik. Az elektrodinamikdban
pedig a misodik tétel és a Maxwell-egyenletek fel-
hasznalasaval az elektromos aram megmaradasat
lehet levezetni. Ezeket az eredményeket a masodik
tétel hasznalata nélkil is meg lehet kapni, de a médso-
dik tétel azt is megmutatja, hogy ezek Osszefiiggnek
a lokalis szimmetridkkal, és hogy hasonl6 eredmé-
nyek mas lokdlis szimmetridkkal rendelkezé elméle-
tekben is érvényesek.

Az energia-impulzus tenzor kovarians divergencia-
mentessége altaliban nem jelenti azt, hogy a T#", v =
0, 1, 2, 3 aramok megmarad6 aramok lennének, mivel
a kovaridns derivalas altalaban nem egyezik meg a
koordinatak szerinti egyszerd parcidlis derivalassal.
Mindazonaltal abban a specidlis esetben, amikor a
metrikdnak valamilyen folytonos szimmetriaja (folyto-
nos izometridja) van, példaul idGeltolasi vagy forgasi
szimmetridja, a V, 7" = 0 egyenl&séghdl az kovetke-
zik, hogy az energia-impulzus tenzorbdl és az izomet-
ridt generald vektormezdSbdl (a folytonos izometridkat
generalo vektormezdket Killing-vektormezének szok-
tak nevezni) egy megmarad6 aram képezhets, amely
a téridében levS anyagot jellemzi. Fontos hangsulyoz-
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ni, hogy a szoban forgd energia-impulzus tenzor az
Einstein-egyenlet jobb oldalan 4ll6 tenzort jelenti,
nem a Minkowski-téridé6ben megszokott kanonikus
energia-impulzus tenzort.

Noether még egy tovabbi eredményt is kozolt a
lokalis szimmetriacsoporttal rendelkezS varidcios
problémakrol, amely részben szintén a masodik tétel
kovetkezménye. Ezt harmadik tételnek is lehetne te-
kinteni, noha Noether maga nem jelolte kilon tétel-
ként. Eszerint, ha az elsé tételt egy olyan szimmet-
ridra alkalmazzuk, amely egy lokalis szimmetriacso-
porthoz tartozik, akkor a kapott megmarad6é aram
egy azonosan megmaradd aram és egy, az Euler—
Lagrange-egyenletek teljesilése esetén eltindg dram
Osszege lesz. Az azonosan vagy automatikusan meg-
marado aram olyan 4aramot jelent, amelynek diver-
gencidja nulla, fuggetlentl att6l, hogy teljestilnek-e
az Euler-Lagrange-egyenletek. Az Euler—Lagrange-
egyenletek teljestilése esetén elting dram fizikai
szempontb6l nem lényeges, igy azt lehet mondani,
hogy a lokalis szimmetriacsoportok altal tartalmazott
szimmetridkhoz lényegében azonosan megmaradd
aramok tartoznak. Tovabba ennek megforditisa is
igaz, azaz ha egy szimmetridhoz tartoz6 aram azo-
nosan megmarado, akkor ez a szimmetria egy loka-
lis szimmetriacsoport része.

Ezzel a harmadik {6 eredménnyel Noether megol-
dast adott az egyik, Hilbert altal felvetett problémara
is, amelyet az elsé fejezet végén is emlitettiink. Hil-
bert sajat vizsgdlatai soran arra a megallapitasra jutott,
hogy az altalinos relativitiselméletben az energia-
aram azonosan megmaradod aram, és levezetés nélkiil
megfogalmazta azt a vélekedést, hogy ez az dltaldnos
koordinatatranszformaciokkal szembeni invariancia-
val van Osszefliggésben, igy az dltalanos relativitasel-
méletnek egy jellegzetes tulajdonsaga. Noether ered-
ménye bizonyitotta Hilbert ezen sejtését, st messze-
menden altalanositotta is.

A Noether-tételek fogadtatisa

Klein, Hilbert és Einstein nagyra értékelte és hasz-
nosnak taldlta Noether eredményeit. Klein tobb, az
altalanos relativitiselméletre vonatkoz6 dolgozata-
ban is alkalmazta Sket; példaul az Einstein és Hilbert
altal levezetett energia- és impulzusmegmaradasi
tételek kozotti kapcsolatot ezek felhasznalasaval
tisztazta. Noether gottingeni habiliticidjara és tanari
(Privatdozent) kinevezésére is nagyrészt az Inva-
riante Variationsprobleme alapjan kerilt sor 1919-
ben; ezel6tt Noether csak asszisztensi pozicidkban
dolgozhatott. Ezzel kapcsolatban meg kell jegyezni,
hogy a weimari koztarsasig 1919-ben kezd6dé kor-
szaka el6tt a Német Birodalomban nSk nem kaphat-
tak tanari allast az egyetemeken, ezért Noethernek
nem volt lehetGsége a habiliticiora 1919 elétt. Hil-
bert ugyan kordbban is megprobalta elérni, hogy
Noether kivételesen habilitilhasson, de az egyetem
ezt elutasitotta.
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Emmy Noether néha levelezSlapon szamolt be absztrakt algebrai
kutatdsairol kollégdjanak, Ernst Fischernek — e lapot 1915. aprilis
10-én adta postara.

1921-ben Erich Bessel-Hagen kis mértékben altala-
nositotta az elsé tétel eredeti valtozatat, bar ez az alta-
lanositas is tulajdonképpen még Noethertdl szarmazott,
akivel Bessel-Hagen beszélgetéseket folytatott a szim-
metridk és megmaradd aramok témdjarol. Ezutin az
Invariante Variationsprobleme kedvezd fogadtatasa
ellenére Noether tételei még mintegy harminc évig vi-
szonylag ismeretlenek maradtak. Az elsS tétel egy ame-
rikai fizikus, Edward Lee Hill 1951-ben irt cikke utan
kezdett szélesebb korben ismertté valni, de e cikkben a
masodik tételrSl nem esik sz0, és az elsé tétel csak egy
egyszerUsitett valtozatban szerepel, amelyben a Lag-
range-fliggvény nem tartalmaz elsénél magasabb rendd
derivaltakat és a Noether altal bevezetett altalanositott
szimmetridk sincsenek figyelembe véve. A késSbbiek-
ben azutin teljes altalanossagban Gjra felfedezték és
tobbek hozzajarulasival modernebb formaban wjrafo-
galmaztik az elsé tételt. Ezt tobbek kozott az is Osztd-
nozte, hogy a 70-es évektdl kezdve a teljesen integralha-
to rendszerek elmélete intenziven tanulmanyozott téma-
va valt, és e terlileten az altalanositott szimmetridk alap-
vetG fontossaguak. A huszadik szazad végére a Noether-
tétel teljesen kozismertté valt, noha sok fizika tankonyv
ma sem a legaltalinosabb formaban targyalja.

Kétségtelen, hogy Noether tételei nagymértékben
jarultak hozza az energia természetének tisztizasihoz
az altalanos relativitiselméletben, de e témaban a ké-
s6bbiekben is sok 0Gj eredmény sziiletett. Az energia
pozitivitisarol szolo egyik legismertebb eredményt, az
Arnowitt-Deser—Misner-féle teljes energia pozitivitasat
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