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Ha egy új anyag bármilyen kristályos formája rendel-
kezésre áll, az atomi felbontású szerkezet meghatáro-
zásának elsô és mindmáig legfontosabb kísérleti mód-
szere a röntgendiffrakció. A diffrakciós kísérletben a
röntgennyaláb áthatol a kristályon, az atomokon szó-
ródva interferenciaképet hoz létre, és a szerkezeti
információt a Bragg-reflexiók irányába, intenzitásába
és fázisába kódolja. A mérés során azonban a szórt
hullámok fázisa elvész, e nélkül pedig az atomok tér-
beli helyzete nem rekonstruálható. Ez a krisztallográ-
fia több mint száz éves fázisproblémája, megoldása
eddig bonyolult matematikai módszereket, a felhasz-
nálók számára pedig fekete dobozként mûködô prog-
ramcsomagokat jelentett.

Meglepô, hogy egy ilyen klasszikus tudományterü-
leten is van esély új metodikai felfedezésre – az álta-
lunk kifejlesztett töltésalternáló algoritmus erre ad
példát [1–4]. Az eljárás az elemi cella kitöltésének
„ritkaságán” alapul, amelyet a direkt és reciprok
terek között iteráló Fourier-ciklussal használunk ki,
felváltva alkalmazva az elektronsûrûség egy speciális
perturbációját és a mért adatokat. Az algoritmus mû-
ködése teljesen ab initio, nincs szükség sem az
atomtípusok, sem a kémiai összetétel, sem a kristály-
szimmetriák elôzetes ismeretére. Egyszerûségének és
hatékonyságának köszönhetôen a módszer mára ál-
talánosan elfogadottá vált. Alkalmazhatósága a diff-
rakciós szerkezetmeghatározás számos területén
nyert bizonyosságot (egykristályok, polikristályok,
modulált szerkezetek, kvázikristályok, zeolitok, fe-
hérjék), tárgyalása minden új krisztallográfiai tan-
könyvben szerepel.

Diffrakciós alapismeretek

Mi a diffrakció? Erre az optika tankönyvek Sommer-
feld általános meghatározását adják: a fényhullám
minden olyan eltérülése az egyenes vonalú terjedés-
tôl, amely nem tükrözôdés és nem fénytörés. A leírás
alapja a Huygens–Fresnel-elv. A hullám egyes objek-
tumokkal való kölcsönhatását szórásnak, a szórt hul-
lámok útkülönbségen alapuló interferenciáját diffrak-
ciónak nevezzük. A diffrakció elengedhetetlen felté-
tele a rugalmas szórás, a hullámhossz nem változhat
meg a szórásfolyamat során. A jelenség kísérletileg

akkor figyelhetô meg könnyen, ha az objektumok
periodikusan rendezettek, a hullámhossz és a szóró
objektumok távolsága összemérhetô, ekkor szinte
mindenütt teljes kioltás, míg néhány kitüntetett irány-
ban nagyfokú erôsítés észlelhetô. A továbbiakban
mindig a szórócentrumoktól távol, síkhullám-közelí-
tésben tárgyaljuk a diffrakciót.

A látható fényhez képest, az elektromágneses
spektrumban itt most több mint három nagyságrendet
váltunk. A kemény röntgensugárzás hullámhossza
tipikusan ~1 Å, ez éppen az atomok közötti kémiai
kötéstávolságok nagyságrendjébe esik. A röntgensu-
gárzás azért is ideális anyagvizsgálatra, mert a sugár-
zás-anyag kölcsönhatás elég erôs ahhoz, hogy már
~100 μm méretû egykristályok is jól mérhetôk legye-
nek, ugyanakkor nem túlságosan erôs, így a mérés
értelmezését például az elektrondiffrakció esetén je-
lentôsen megnehezítô többszörös szórás jelensége itt
elhanyagolható vagy könnyen kezelhetô. Ugyancsak
kedvezô a rugalmatlan Compton-szórás és a foto-
elektromos abszorpció hatáskeresztmetszete, ez adja
a röntgensugárzás nagy behatolóképességét és a töm-
bi információ megszerzésének lehetôségét.

Röntgensugárzás esetén a rugalmas szórási folya-
mat a szabad töltések klasszikus elektrodinamikában
megismert Thomson-szórása. Ennek egyik fontos tu-
lajdonsága, hogy a szórt elektromágneses tér amplitú-
dója a szóró objektum tömegével fordítottan arányos,
így a szórást az atom elektronjai dominálják, az atom-
mag járuléka elhanyagolható. Bár a Thomson-szórás
szabad töltéseket ír le, az atom elektronjai pedig kö-
töttek, az alkalmazhatóság feltételei mégis teljesülnek,
mert a röntgenfoton energiája a kötési energiaszintek-
tôl távol van. Egy Z rendszámú atom elektronjainak
szórása abban tér el egy ekvivalens ponttöltésétôl,
hogy az elektronburok térbeli kiterjedése miatt útkü-
lönbség lesz annak különbözô részeirôl szórt sugár-
zás között. Az összes elektron azonos fázisban csak
elôre szór, teljes járulékuk (az atomszórási tényezô) a
szórási szög növekedésével folyamatosan csökken.

A diffrakciós kísérletben mért intenzitás a szórt
elektromágneses hullám amplitúdójának négyzetével
arányos. A gyakorlatban szinte mindig relatív intenzi-
tást detektálunk, ezért a röntgenforrás erôsségétôl, a
sugármenet abszorpciójától, a minta térfogatától, a
Thomson-szórás abszolút skálájától és a szórt intenzi-
tás 1/r 2-es távolságfüggésétôl mind eltekinthetünk.
Két tényezôt azonban mindenképpen korrigálni kell,
hogy megkapjuk a kristályszerkezet meghatározásá-
ban alapvetô szerepet játszó, a késôbbiekben tárgyalt
szerkezeti tényezôket. Ezek egyike a szórt intenzitás
polarizációfüggése, a másik az úgynevezett Lorentz-
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faktor, amely azt írja le, hogy a kristály egyes reflexiói
a mérés során mennyi idôt töltenek szórási helyzet-
ben. Szerencsére mindkét tényezô geometriailag jól
számolható és az intenzitás kifejezésébôl kiemelhetô.

Direkt és reciprok terek

A kristályszerkezet leírása direkt térben történik. Ideá-
lisan rendezett esetben ehhez elegendô a háromdi-
menziós kristályrács geometriájának és az ismétlôdô
térfogategység (az elemi cella) tartalmának ismerete.
A rácspontokat

adja meg, ahol a1, a2, a3 az elemi cellát kifeszítô bá-

R = n1 a1 n2 a2 n3 a3

zisvektorok, míg n1, n2, n3 a kristály térbeli kiterjedé-
sét leíró egész számok. Az elemi cella tartalmát atomi
koordinátákkal, az atomok egyensúlyi helyzet körüli
mozgását hômozgási tényezôkkel szokás megadni.
Mindez azonban csak egy hasznos kémiai interpretá-
ció, a szerkezetmeghatározás nyers eredményeként
nem atomokat, hanem az elektronok számának térfo-
gati eloszlását jelentô elektronsûrûség-térképet ka-
punk. Az elektronsûrûség egy atomi modellnél kevés-
bé kötött leírás, hiszen itt nem kell például az atomok
gömbszimmetriáját feltételeznünk. Ugyancsak fontos,
hogy ha a kristály egyes celláinak tartalma egymástól
kissé eltér, a normál diffrakciós mérés csak az átlag-
szerkezetrôl nyújt információt. Ez az átlag a rekonst-
ruált elemi cella elektronsûrûségében közvetlenül
megjelenik, míg a rendezetlenség atomi interpretáció-
ja gyakran nehézséget okoz.

A diffrakciós adatok leírása reciprok térben törté-
nik. A reciprok tér a direkt térbôl származtatható ma-
tematikai konstrukció, amelynek dimenziója a direkt
térével azonos, a hosszúság mértékegysége 1/(direkt
hosszúság), a tér orientációja pedig a direkt térbeli
kristályhoz van csatolva. Ha a szóráskísérletben a
bejövô és kimenô síkhullámok hullámszámvektorai
kbe, illetve kki (hosszuk 1/λ, egymással bezárt szögük
2θ), akkor a szórási vektor:

Ez az a „helyzetjelzô”, amely független a laboratóriu-

k = k ki − k be .

mi koordináta-rendszertôl, és amelynek függvényé-
ben a diffrakciós intenzitást mérjük. A szórási vektor a
teljes reciprok térben él, a direkt térbeli periodicitás
miatt azonban csak bizonyos helyzetekben, a Bragg-
reflexióknál lesz mérhetô intenzitás. A Bragg-refle-
xiók egy új rács rácspontjain helyezkednek el. A re-
ciprok térbeli rácsot

adja meg, ahol b1, b2, b3 a bázisvektorok, míg h1, h2,

K = h1 b1 h2 b2 h3 b3

h3 (gyakori jelöléssel: h, k, l ) egész számok. A direkt
és a reciprok rács bázisvektorai közötti kapcsolat:

ahol a skalárszorzás, × a vektorszorzás mûvelete, V

b1 =
a2 × a3

V
, b2 =

a3 × a1

V
, b3 =

a1 × a2

V
,

a i b j = 1, ha i = j ,

a i b j = 0, ha i ≠ j ,

pedig a direkt térbeli elemi cella térfogata.
Fontos megjegyezni, hogy míg a direkt térben az

elemi cella tartalma a rácsperiodicitás szerint ismétlô-
dik, a reciprok tér bázisvektoraiból kifeszíthetô para-
lelepipedonnak ilyen tulajdonsága nincs. A „reciprok
elemi cella” üres, a kristályszerkezetrôl az információt
a rácspontokon mérhetô Bragg-reflexiók hordozzák.
A tökéletes leíráshoz a végtelen reciprok tér minden
egyes rácspontjára szükség volna, ez azonban soha
nem érhetô el. Egy λ hullámhosszat használó mono-
kromatikus mérésben csak a kmax = 2/λ sugarú göm-
bön belüli Bragg-reflexiók mérhetôk, de általában
ezek sem hiánytalanul. A mérôberendezés és a minta-
környezet bizonyos térfogatokat korlátozhat/kitakar-
hat, a reciprok rács origója pedig elvileg sem mérhe-
tô, mivel itt a bejövô és a szórt nyaláb egybeesik.

Végül álljon itt a k = K szórási vektor és a jól ismert
2d sinθ = nλ Bragg-törvény kapcsolata. A szórási vek-
tor iránya a Bragg-féle tükrözô síkokra merôleges, a
vektor hossza pedig |k| = 1/dn, azaz a tükrözô síkok
távolságának reciprokával egyenlô. Krisztallográfus
konvenció szerint a reflexió rendjét a dn = d /n kifeje-
zésbe sûrítettük. Ugyancsak krisztallográfus konven-
ció szerint a reciprok rács és a szórási vektorok defi-
níciójából elhagytuk a 2π szorzótényezôt, ezeket cél-
szerûbb a Fourier-transzformáció kifejezésében expli-
citen feltüntetni, így összességében kevesebb prefak-
torra kell emlékeznünk.

A szerkezeti tényezô

A kristályszerkezet ismeretében az ideális diffrakciós
adatok közvetlenül számolhatók. Mivel relatív intenzi-
tást mérünk, a korábban említett tagokat elhagyva, a
számolásban is csak a szerkezetmeghatározás szem-
pontjából leglényegesebb tényezôre koncentrálunk.
Rögzítsük a kristály origóját, és az elôreszórt hullám
fázisát tekintsük nullának. A szórt hullám nagyságát
és fázisát egyszerre leíró komplex amplitúdó a szórási
vektor függvényében:

Az integrál a kristály teljes térfogatára történik, az

A (k) = ⌡
⌠

Vkristály

ρ(r) exp(2π i kr) dV.

integrált fizikai mennyiség pedig a lokális elektronsû-
rûség és egy komplex fázistag szorzata. A fázistag oka
az origó és egy tetszôleges r pont közötti távolság,
pontosabban az ezeken a pontokon szórt hullámok
között a forrástól a detektorig jelentkezô útkülönbség.
A szerkezetmeghatározás során tehát mindig egy ön-
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kényesen választott origóhoz viszonyított, azaz relatív

1. ábra. Felsô sor: Jerome Karle és Herbert Hauptman (az 1985. évi
kémiai Nobel-díjasok) fotója. Alsó sor: a két kép felcserélôdése a
szövegben leírt eljárás hatására. Forrás: http://www-structmed.cimr.
cam.ac.uk/course.html

fázisról van szó.
A kristály elektronsûrûsége a direkt ráccsal és az

elemi cella elektronsûrûségével kifejezve:

Ha ezt az összeget A (k) kifejezésébe helyettesítjük,

ρ(r) =
n1, n2, n3

ρ cella(r − n1 a1 − n2 a2 − n3 a3 ).

akkor a szórt amplitúdó két tag szorzatára bontható.
Az egyik a

rácsösszeg, a másik a komplex szerkezeti tényezô. A

R

exp(2π ikR )

rácsösszeg egy rendkívül éles maximumokkal bíró
függvény, amely egyrészt szûrôként, másrészt erôsítô-
ként mûködik. Szûrôként a k szórási vektor folytonos
értékeibôl ez választja ki a már korábban bevezetett K
reciprok rácsot, azaz a Bragg-reflexiók helyzetét. Erô-
sítôként pedig ez erôsíti fel mérhetô értékre a Bragg-
reflexiók komplex amplitúdóját, amelyet azonban in-
formációtartalom szempontjából kizárólag a szerkezeti
tényezô határoz meg. A szerkezeti tényezô kifejezése:

ahol az integrálás az elemi cella térfogatára történik. A

F (k) = ⌡
⌠
V

ρ cella(r) exp(2π i kr) dV ,

szerkezeti tényezô tehát egyetlen elemi cella komplex
szórási amplitúdóját adja meg. Ha az elektronsûrûség
valós (azaz nincs rezonanciaszórás), a szerkezeti ténye-
zô az F (−k) = F (k)✽ Friedel-szabálynak is eleget tesz.
Mivel az elemi cellán belül ρ(r) = ρcella(r), és a továb-
biakban mindig a cellán belüli elektronsûrûségrôl lesz
szó, a megkülönböztetést elhagyjuk. A k = K megkü-
lönböztetést is elhagyjuk, k szórási vektoron a továb-
biakban mindig a Bragg-reflexiók helyzetét értjük.

A krisztallográfiai fázisprobléma

Az elemi cella elektronsûrûsége és a szerkezeti ténye-
zôk halmaza egymást kölcsönösen meghatározzák.
Matematikai kapcsolatuk Fourier-, illetve inverz Fou-
rier-transzformáció:

A fázistag elôjelén kívül az integrálás-összegzés

F (k) = ⌡
⌠
V

ρ(r) exp(2π i kr) dV,

ρ(r) = 1
V k

F (k) exp(−2π i kr).

aszimmetria oka, hogy az elektronsûrûség folytonos
függvény, a szerkezeti tényezôk pedig diszkrét érté-
kek. A gyakorlatban az elektronsûrûséget is egy elemi
cellán belüli finom rácson ábrázoljuk, így mindkét
mennyiség és mindkét transzformáció diszkrét lesz.
Ennek elônye, hogy alkalmazhatjuk a gyors Fourier-
transzformáció algoritmusát, amely a numerikus szá-
mításokat jelentôsen felgyorsítja.

Ismert kristályszerkezet esetén tehát a {ρ(r)}↔{F (k)}
kölcsönösen egyértelmû kapcsolat jól mûködik. A
diffrakciós kísérletben mért intenzitás azonban F (k)
abszolút értékének négyzetével arányos, ezért ρ(r)
rekonstrukciójához F (k) helyett csak az |F (k)| érté-
kek állnak rendelkezésre, a fázisok nem. Ez a krisztal-
lográfia híres fázisproblémája, amelynek megoldása
sokakat foglalkoztatott és foglalkoztat. Hogy érzékel-
tessük a probléma nehézségét és azt, hogy az elveszí-
tett fázisok információtartalma mennyire jelentôs, egy
kétdimenziós modellszámolást mutatunk be. Vegyük
a két professzor fotóját (1. ábra ). Kétdimenziós sûrû-
ségtérképként tekintve, számítsuk ki mindkettô Fou-
rier-transzformáltját! A k indexeket nem jelölve, ezek
legyenek Aexp(iα), illetve Bexp(iβ). Most cseréljük
fel a fázisokat, Aexp(iβ), illetve Bexp(iα), és végez-
zük el az inverz Fourier-transzformációt! A profesz-
szorok láthatóan felcserélôdtek. Ez a sokkoló ered-
mény óvatosságra int – a mérhetô fizikai mennyiség
sokkal kevesebb információt hordoz a mérhetetlen-
nél. A fázisprobléma megoldásának matematikai
módszerei ezért mind valamilyen módon információt
pótolnak, nem tetszôleges objektumokat rekonstruá-
lunk, hanem csak olyanokat, amelyekrôl valamit már
elôzetesen tudunk. A probléma megoldása így is épp
elég nehéz.
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Korszakok és megoldási módszerek

Egy évszázad alatt számos megoldási lehetôség me-
rült fel, ezek részletes áttekintésére itt nincs módunk.
Négy korszakot és megközelítést azonban érdemes
elkülöníteni. Az elsô az 1913–1934 közötti periódusra
volt jellemzô, modellalkotásnak, okos próba-hiba
módszernek nevezhetjük. Nagyban épített a mineraló-
gia és a makroszkopikus optikai krisztallográfia ko-
rábbi eredményeire, a megoldott szerkezetek pedig
tipikusan sók és más egyszerû szervetlen anyagok
voltak. Ekkor még semmi esély nem látszott a kris-
tályszerkezetek modell nélküli, kizárólag adatokból
történô szisztematikus megoldására.

A második korszak 1934-ben kezdôdött, és Arthur
Lindo Patterson nevéhez fûzôdik. Az úgynevezett
Patterson-térkép a kristály autokorrelációs függvénye
(vigyázat, nem az elemi celláé!), elônye, hogy közvet-
lenül az adatokból számolható. A Patterson-tér az
elemi cellával azonos méretû vektortér, és nagyon
sûrû. Tûatomok esetén az atompárok rendszámmal
súlyozott relatív helyvektorait ábrázolja egy közös
origó körül, így egy N atomos szerkezet elemi cellájá-
ban az origón kívül N (N−1) csúcs lesz. Valódi ato-
mok esetén ráadásul a csúcsok kiszélesednek, átla-
polnak, így a Patterson-térkép közvetlen kémiai inter-
pretációja csak akkor egyszerû, ha egy vagy legfel-
jebb néhány nehéz atom dominálja a szórásképet.
Korlátai ellenére a Patterson-technika hatalmas elôre-
lépés volt, lényegesen bôvítette a megoldható szerke-
zetek körét, és számos változata ma is hasznos, külö-
nösen a fehérje-krisztallográfia területén.

A harmadik korszak kezdete már nem ilyen éles. A
klasszikus direkt módszer megszületése az 1950-es
évek elejére tehetô, de körülbelül 1970-ig tartott, amíg
általánosan elfogadottá és könnyen alkalmazhatóvá
vált. A módszer tisztán a reciprok térben mûködik, és
közvetlenül a szerkezeti tényezôk fázisát határozza
meg. A legelegánsabb egyenlet David Sayre nevéhez
fûzôdik, ennek alapja, hogy egy különálló, azonos
atomokból álló szerkezet négyzetre emelve továbbra
is különálló objektumokból fog állni. A Sayre-egyen-
let önkonzisztens, egyetlen F (k1) komplex szerkezeti
tényezô kifejezésében az összes olyan F (k2)F (k3)
szorzat szerepel, amelyre k1 +k2 +k3 = 0. Ezek az úgy-
nevezett szórásivektor-triplettek, jelentôségük azon
alapul, hogy az F (k1)F (k2)F (k3) szorzatok fázisa füg-
getlen az origó megválasztásától, és bizonyos feltéte-
lekkel egy nulla körüli eloszlásfüggvényt ad. A fázi-
sok önkonzisztens kifejezésére szolgáló, a gyakorlat-
ban ma is használt tangensképletet Jerome Karle és
Herbert Hauptman vezette be, az atomok véletlensze-
rû eloszlásából kiindulva, valószínûségi megfontolá-
sok alapján. Eredményükért Karle és Hauptman 1985-
ben kémiai Nobel-díjat kaptak. A direkt módszernek
számos változata létezik, közös jellemzôjük, hogy az
eljárás mindig iteratív. A kezdô fáziskészlet megvá-
lasztására igen érzékeny a fázisfa felépülése, általában
sok fáziskészlet kipróbálására van szükség, és sok
futást kell korán elvágni, hogy a számítógép idejét

hatékonyan felhasználva eljussunk a megoldáshoz. A
klasszikus direkt módszerekkel megoldható mérettar-
tomány korlátozott, ennek elvi oka, hogy a valószínû-
ségi eloszlásfüggvények a méret növekedésével ella-
posodnak. A direkt módszerek ezért fôként a kis mo-
lekulás szerkezetmeghatározásban használatosak, ott
viszont ma is dominánsak.

A negyedik korszak a jelenbe vezet. A korszakhatár
1993, az új megközelítés a Shake-and-Bake (SnB)
algoritmus megjelenéséhez köthetô [5]. Az SnB algo-
ritmus a fázisproblémát egy speciális célfüggvény
megkötéses minimalizálásaként fogalmazza meg. Míg
a Patterson-térkép lényegében a direkt térben, a
klasszikus direkt módszerek pedig tisztán a reciprok
térben mûködnek, az SnB mindkét teret aktívan hasz-
nálja. Az ilyen típusú módszereket duálistér-módsze-
reknek nevezzük. Érthetô, hogy bizonyos megkötése-
ket csak az egyik térben lehet hatékonyan elôírni,
például az elektronsûrûség pozitivitását a direkt tér-
ben, vagy a szerkezeti tényezôk abszolút értékét a
reciprok térben. Bár korábban is léteztek duálistér-
módszerek, ezek a már valamilyen szinten megoldott
elektronsûrûség-térképek minôségének javítására
szolgáltak. Az SnB megjelenése tette lehetôvé a kis
fehérjék szerkezetének meghatározását egyetlen kris-
tály, egyetlen normál mérésébôl, ab initio módon.
Természetesen a fehérje-krisztallográfia más módsze-
rei is igen hatékonyak, de alkalmazásukhoz vagy
több, kissé módosított kristályszerkezet (izomorf he-
lyettesítés), vagy rezonanciaszórással történt mérések
(anomális diffrakció), vagy még gyakrabban, hasonló
szekvencia-sorrendû modellek ismerete (molekuláris
helyettesítés) szükséges.

A töltésalternáló algoritmus

Bár a töltésalternáló algoritmus (elterjedt angol ne-
vén: charge flipping) több szálon is beilleszthetô a
krisztallográfia fejlôdéstörténetébe, megalkotását ki-
zárólag a nem-periodikus optikai fázisprobléma meg-
oldási módszerei inspirálták. Ezek közül is a Gerch-
berg–Saxton-, illetve a Fienup-algoritmusok [6, 7],
amelyek bár duális terekben mûködnek, a direkt tér-
beli objektumok módosítását egy más jellegû mellék-
feltételre alapozzák. Ez annak a bennfoglaló térfogat-
nak az ismerete, amelyen kívül az objektum már zé-
rusnak tekinthetô (precízen fogalmazva, ez a ρ(r)
függvény tartója). A krisztallográfiában ilyen mellék-
feltétel általában elôzetesen nem áll rendelkezésünk-
re, atomi felbontású adatok esetén (kmax = 1/dmin, dmin

< 1 Å) azonban célul tûzhetjük ki az atomokat benn-
foglaló bonyolult térfogat megtalálását és ezzel a szer-
kezet megoldását.

A töltésalternáló algoritmus alapötletét legjobb
egy ábrával illusztrálni. Vegyünk egy ismert kristály-
szerkezetet, számítsuk ki a szerkezeti tényezôket
egy kmax = 1/0,8 Å sugarú reciprok gömbön belül,
majd inverz Fourier-transzformációval állítsuk vissza
az elemi cella elektronsûrûségét egy ΔL = 0,4 Å fel-
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osztású finom rácson mintavételezve. Ezután az

2. ábra. Egy tipikus molekulakristály elektronsûrûségének eloszlása
0,8 Å felbontású adatokból, 0,4 Å felosztású rácson számolva. A tér-
fogati minták értékeit normáltuk, és nagyság szerint sorba rendeztük.
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elektronsûrûség értékeit rendezzük növekvô sor-
rendbe és ábrázoljuk a sorszám függvényében (2.
ábra ). Mint látható, túlnyomórészt nulla körüli érté-
keket kapunk, azaz az elemi cella kitöltése nagyon
ritka. Az atomi elektronsûrûség csupán néhány szá-
zaléknyi pontban koncentrálódik, a szerkezetmeg-
határozás legfontosabb lépésében elég ezeket meg-
határozni, a nulla körüli értékekrôl pedig elég azt
tudni, hogy kicsik. A sûrûségeloszlás alján elôfordul-
nak még nem-fizikai, negatív értékek is, ami a Fou-
rier-sor véges összegzésének következménye. Minél
jobb felbontású adatkészletet tudunk mérni, annál
kisebb lesz ez az effektus. A töltésalternáló algorit-
mus célja, hogy iteratív módon olyan elektronsûrû-
séget állítson elô, amely egyrészt az elôzôekben leírt
jellegû, másrészt a diffrakciós adatokkal is összhang-
ban van. Az eljárás lényegében feláldozza a kis
elektronsûrûség pontos rekonstrukcióját az atomok-
ról információt hordozó néhány százaléknyi nagy
elektronsûrûségért cserébe.

Egy duális terekben mûködô iteratív algoritmus
megtervezéséhez számos döntésre van szükség. Ilyen
az adatok és a szimmetriák kezelése, az iteráció kez-
dôpontjának megválasztása, az elektronsûrûség és a
szerkezeti tényezôk elemi módosítása, ezek megfelelô
kombinációja, az algoritmus paramétereinek megvá-
lasztása, a konvergencia detektálásának módja, a
megoldás utólagos javítása stb. Itt csak a legegysze-
rûbb algoritmusváltozat részleteit adjuk meg, ezek
alapján azonban már bárki meg tud írni egy mûködô-
képes szerkezetmeghatározó programot.

A legegyszerûbb esetben a mért Fobs (k) = |F (k)|
szerkezeti tényezôket módosítás nélkül használjuk
fel. Hiányzó adatokkal azonban akkor is foglalkoz-
nunk kell, ha a mért reciprok gömb teljes, el kell
dönteni, hogy (i) mit tegyünk a reciprok rács soha
nem mérhetô F (0) origójával, illetve (ii) a gömbön
kívüli rácspontokkal. Mivel az elemi cella teljes tölté-
se F (0), a töltésalternáló algoritmus ennek értékét
kezdetben zérusnak veszi, majd az iteráció során

szabadon hagyja változni. De miért kell a gömbön
kívüli térrésszel foglalkozni? A gyors Fourier-transz-
formáció (FFT ) mindig a két duális tér egy-egy para-
lelepipedonját transzformálja egymásba, akkor is, ha
például az adatok nem ilyen térrészt töltenek ki. Egy
adott irányban az egyik tér paralelepipedonjának L
élhossza, illetve rácspontjainak ΔL távolsága határoz-
za meg a másik tér rácspontjainak 1/L távolságát,
illetve paralelepipedonjának 1/ΔL élhosszát. Direkt
térben az elemi cella élhossza adott, ezzel a reciprok
rács rácspontjainak távolsága is rögzített. Az elemi
cellán belüli finom rács rácspontjainak ΔL távolsága
szabadon megválasztható, de a választásnak csak
úgy van értelme, ha a megfelelô reciprok paralelepi-
pedonba a mért adatok gömbje belefér. Tipikus érték
a ΔL = 0,2–0,4 Å, de mindenképpen ΔL < 1/(2kmax) =
dmin/2. A kettes faktor annak következménye, hogy
egy 1/kmax hullámhosszú hullám maximuma és mini-
muma csak akkor különböztethetô meg, ha a rács-
pontok távolsága legfeljebb 1/(2kmax).

A kristályszimmetriák kezelése hasonlóan kritikus
része az algoritmusnak. A szimmetriák miatt bizonyos

szerkezeti tényezôk nem függetlenek egymástól, mind

F (k) = Fobs(k) exp i ϕ (k)

a nagyságuk, mind a fázisuk között kapcsolat van. Az
Fobs(k) értékek kapcsolata mindig a mért adatokba van
kódolva, a meghatározandó ϕ(k) fázisok közötti ösz-
szefüggések többsége azonban csak akkor érvényes,
ha a szerkezet origója rögzített. A szimmetriák aktív
használata látszólag elônyös, mert kevesebb fázist kell
meghatároznunk. A rögzített origó azonban egy nagy
hátránnyal is jár, a megoldandó szerkezet az elemi
cellában csak egyetlen helyen keletkezhet. Ha a szim-
metriák aktív használatáról lemondunk, a szimmetriá-
kat nem tartalmazó P1 tércsoport ugyan több változót,
de nagyobb szabadságot is nyújt. A fázisok ekkor
megkötés nélkül változhatnak, így a periodikus elekt-
ronsûrûség az elemi cella bármely pontján keletkez-
het. Úgy tûnik, ez utóbbi tényezô fontosabb a változók
számánál, a fázisok szabad kezelése nagyban hozzájá-
rult a töltésalternáló algoritmus sikeréhez.

Az elôzôekben abból indultunk ki, hogy a kristály
összes szimmetriáját leíró tércsoport ismert, és csak
arról kell dönteni, hogy használjuk-e az információt.
Ez azonban nincs így, a diffrakciós adatok gyakran
nem határozzák meg egyértelmûen a tércsoportot. A
gyakorló krisztallográfus számára ez azt jelenti,
hogy az összes reális lehetôséget végig kell próbál-
ni, és csak a végül megoldott szerkezet lehet a he-
lyes tércsoportválasztás bizonyítéka. A töltésalterná-
ló algoritmus ettôl a megsokszorozott munkától is
megszabadít.

Most pedig következzék az algoritmus folyamatáb-
rája (3. ábra ). Kezdôpontunk az aktuális ρ(r) elekt-
ronsûrûség. Az iteráció egyetlen ciklusa négy lépés-
bôl áll. Az elsô a direkt térbeli perturbáció, amely
csak egy kis pozitív δ küszöbszint felett fogadja el az
elektronsûrûséget reális modellként, míg alatta meg-
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változtatja az elôjelét (ez az algoritmus névadó lépé-

3. ábra. A töltésalternáló algoritmus egyetlen ciklusának folyamat-
ábrája, a direkt és reciprok térbeli beavatkozások, illetve a kezdô-
pont jelölésével.

( )r r ( )g r

( )G k( )F k

FFTFFT –1
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4. ábra. Az R -faktor változása az iterációs ciklus függvényében. Az ábrák 100 darab vé-
letlen fáziskészletbôl induló futás-statisztikákat mutatnak. Az algoritmus δ paramétere
fentrôl lefelé: 0,8 σ, 1,0 σ és 1,2 σ.
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se). A módosított elektronsûrûség:

Az így kapott elektronsûrûségbôl ezután gyors Fou-

g (r) = ρ(r), ha ρ(r) ≥ δ ,

g (r) = −ρ(r), ha ρ(r) < δ .

rier-transzformációval szerkezeti tényezôket számo-
lunk:

Harmadik lépés a reciprok térbeli beavatkozás, amely

G (k) = FFT g (r) .

a mért adatok és a számolt fázisok kombinálásával új

szerkezeti tényezôket állít elô, miközben szabadon
hagyja változni F (0) értékét, és lenullázza a nem mért
tartományt:

Az iterációs ciklust végül inverz Fourier-transzformá-

F (k) = G (k), ha k = 0,

F (k) = Fobs(k) exp i ϕ G(k) , ha 0 < k ≤ kmax,

F (k) = 0, ha k > kmax.

cióval zárjuk:

ez adja a következô ciklus kiindulópontjául szolgáló

ρ(r) = FFT −1 F (k) ,

elektronsûrûséget.
Az iteráció kezdôpontja tetszôleges ρ(r) elektron-

sûrûség lehet, ezt leggyakrabban az Fobs(k) adatok és
véletlen fázisok kombinálásával állítjuk elô. Mivel az
elektronsûrûség valós, a ϕ(−k) = −ϕ(k) Friedel-sza-
bálynak eleget kell tenni, így csak a fázisok fele vá-
lasztható szabadon. Ha elôzetes ismeretek alapján
ennél jobb kezdôpontunk van, használjuk bátran,
bármilyen információmorzsa jelentôsen gyorsítani
tudja a szerkezet megoldását. A következô kérdés az
algoritmus egyetlen paraméterének, a δ küszöbszint
értékének megválasztása. Ez egyrészt jelentôsen befo-
lyásolja a megoldáshoz szükséges iterációs ciklusok
számát, másrészt a megoldás minôségét. Jelenleg a
legjobb választás, ha a küszöbszint értékét az aktuális

ρ(r) sûrûségeloszlás σ szórásához
kötjük: δ = cσ, ahol c egy 1,1 körüli
konstans. Bár a δ paraméter meg-
választásának nincs igazi elmélete, a
tapasztalat szerint ez a kifejezés a
szerkezet jellegétôl, az adatok fel-
bontásától és a direkt térbeli rács
megválasztásától függetlenül is jól
mûködik.

Az iterációs folyamat teljesen deter-
minisztikus, és nem használ sem való-
színûségi fáziseloszlásokat, sem mini-
malizálandó célfüggvényt. A konver-
gencia detektálásához azonban cél-
szerû egy vagy több jósági tényezôt
követni. Ezek közül leggyakoribb az
R -faktor, amely a számolt és mért
szerkezeti tényezôk nagyságának el-
térését jellemzi:

Az iterációs folyamatban az R -faktor

R = k

|Fobs(k) − |F (k)||

k

Fobs(k)
.

változása jellegzetes szakaszokat
mutat (4. ábra ). A kezdeti tranziens
után következik egy hosszabb stag-
náló szakasz, majd hirtelen csökke-
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nés a megoldáshoz érve. Ezután a megoldás már sta-
bil, fontos tulajdonsága, hogy azokkal a perturbációk-
kal szemben is stabil, amelyek a fázistérben elvezet-
tek a megoldáshoz. Meglepô, de – a megoldás stabili-
tása mellett – az iterációs folyamat rendkívül érzékeny
a kezdôpont megválasztására. Egyetlen véletlen fázis
egyetlen bitjének módosítása is drasztikusan megvál-
toztatja az iteráció lefutását és a megoldáshoz szüksé-
ges ciklusok számát. Ez a kaotikus folyamatok jellem-
zôje. Nehezen megoldható szerkezetek esetén szük-
ség lehet egynél több próbálkozásra, ekkor az egyes
futások különbözô véletlen fáziskészletbôl indulnak.
Egy adott szerkezet megoldásának nehézségét, illetve
egy adott algoritmusváltozat vagy paraméter haté-
konyságát csak a 4. ábrán is látható statisztikák jelle-
mezhetik.

A fázisprobléma megoldása után következhet az
elektronsûrûség javítása, az atomok és szimmetriák
azonosítása, valamint az atomi modell szokásos fino-
mítása a legkisebb négyzetek módszerével. Ezek kö-
zül az elektronsûrûség javítása még a töltésalternáló
algoritmus felelôssége. A javítást a direkt térbeli be-
avatkozás módosításával érjük el. Bontsuk fel az
elektronsûrûséget ρ = ρ1 +ρ2 módon, ahol ρ1 a δ kü-
szöbszint feletti, ρ2 pedig a küszöbszint alatti járulék.
Mivel ρ2-t folyamatosan perturbáltuk, az nem tekint-
hetô a megoldás részének. A szerkezeti tényezôkhöz
adott járuléka azonban jelentôs, és a legerôsebb refle-
xiók esetén körülbelül ortogonális a szerkezeti infor-
mációt hordozó ρ1 sûrûség járulékára. Kézenfekvô
tehát a beavatkozás: töröljük ρ2-t, és a Fourier-ciklus
utolsó három lépését végezzük el az így módosított
elektronsûrûséggel. Általában igen látványos javulást
kapunk, nehéz atomok mellett korábban nem látható
könnyû atomok teljesen tisztán jelennek meg. Az eljá-
rásnak számos változata van, például több ciklus, a δ
küszöbszint növelése, a valós térbeli rács felosztásá-
nak finomítása, amelyekkel még pontosabb elektron-
sûrûséget és még pontosabb fázisokat kaphatunk.

Algoritmusváltozatok és alkalmazások

Az elmúlt 10 évben a töltésalternáló algoritmusnak szá-
mos változata született. Ezek célja (i) a röntgen egykris-
tály-diffrakciótól eltérô adatok kezelése, (ii) a konver-
gencia gyorsítása, illetve (iii) az ab initio mûködéstôl
eltérôen, a legkülönbözôbb szerkezeti információk fel-
használása volt. Az új algoritmusokból természetesen új
alkalmazások is következtek. Teljes áttekintés helyett itt
csak néhány példát említünk meg.

Az egykristályok különleges csoportját alkotják a
modulált szerkezetek és kvázikristályok, amelyek pe-
riodicitását 3 dimenzió helyett csak magasabb dimen-
ziós szupertérben lehet leírni, az atomi tartományok
pedig kiterjedtek. Lukas Palatinus felismerése volt,
hogy a töltésalternáló algoritmus változtatás nélkül mû-
ködik szupertérben is, és alkalmas az ilyen jellegû szer-
kezetek megoldására [8]. Ez azért jelentôs eredmény,
mert ezen a területen a fázisprobléma megoldására ko-

rábban egyáltalán nem létezett direkt módszer, egy-egy
kristályszerkezet megoldása évekig is eltartott.

Számos új anyag kezdetben nem állítható elô egy-
kristály formában, ezért a gyakorlat gyakran igényli a
polikristályokról szerzett szerkezeti információt. Az
ab initio megoldás nehézsége, hogy a pordiffrakciós
adatok egydimenziósak, a teljes reciprok tér a szórási
vektor hosszára van vetítve. Mivel több Bragg-reflexió
is átlapol, az egyes reflexiók csupán a diffraktogram
alapján nem választhatók külön, célszerû egész refle-
xiócsoportokat közösen kezelni. Baerlocher és mun-
katársai erre az esetre egészítették ki a töltésalternáló
algoritmust egy extra ciklussal [9]. Az algoritmus por-
diffrakciós változata az iteráció nagy részében válto-
zatlanul mûködik, de bizonyos idôközönként a refle-
xiócsoportok intenzitását újraosztja az aktuális elekt-
ronsûrûség alapján. Így lényegében egyszerre történik
a fázisok meghatározása az Fobs(k) adatok egyre javu-
ló becslésével.

Mivel a töltésalternáló algoritmus nem épít sem a
direkt, sem a reciprok tér dimenziószámára, ezért az
elektrondiffrakciós adatokra jellemzô kétdimenziós
vetületekben is használható. A röntgen-pordiffrakció,
az elektrondiffrakció és az elektronmikroszkópia ada-
tainak kombinálása is számos lehetôséget nyújt, eze-
ket korábban megoldhatatlan zeolit katalizátorok ese-
tén használták sikerrel. A határokat más szempontból
is tovább lehet tágítani. Az elôzô fejezetben bemuta-
tott eljárás az elektronsûrûség pozitivitását feltételez-
te. Neutrondiffrakció esetén azonban a szórássûrûség
negatív is lehet, ennek kezelésére fejlesztettük ki az
algoritmus úgynevezett sávalternáló (band flipping)
változatát [10]. Két pozitív elektronsûrûségû, de kissé
különbözô szerkezet esetén is hasznos ez az algorit-
musváltozat, a gyakorlatban gyakran fordul elô az
úgynevezett differenciaszerkezetek meghatározásá-
nak igénye.

A másik nagy témakör a konvergencia gyorsítása, a
megoldható szerkezetek méretének növelése. Itt az
elsô javítási lehetôség a szerkezeti tényezôk olyan mó-
dosítása, amely a természetes méretû atomokat tûato-
mokkal helyettesíti. Ezek a normált szerkezeti tényezôk
fontos szerepet játszottak a klasszikus direkt módsze-
rek elméletében, és a töltésalternáló algoritmus konver-
genciáját is jelentôsen gyorsítják. Érthetô miért: keve-
sebb pontba koncentrálódó elektronsûrûség kevesebb
információhordozó változót jelent. A szokásos normá-
lás azonban mind az atomtípusok, mind a kémiai ösz-
szetétel elôzetes ismeretét igényli, amelyekre eddig
nem volt szükségünk. Hogy minél kevesebbet adjunk
fel a módszer ab initio jellegébôl, új normálást vezet-
tünk be, amely csak a szerkezetben elôforduló legne-
hezebb atom típusának ismeretén alapul, és legalább
olyan jól mûködik, mint a klasszikus módszer.

Az alapalgoritmus számos változatát fejlesztettük ki
magunk is [1–4, 10], tapasztalatainkról következzék
néhány általános megállapítás. A direkt térben a töl-
tésalternálás lokális perturbációt jelent, és ennél nincs
igazán jobb választás. Azonban, ha az iteráció a meg-
oldást megakadályozó, metastabil állapotba kerül,
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perturbációval kibillenteni. Ez ugyanis a direkt térben
nem-lokális módon hat, azokat a küszöbszint feletti
elektronsûrûség-pontokat is módosítja, amelyeket a
direkt térbeli lépés nem. A konvergenciát ezért sokfé-
leképpen lehet gyorsítani a reciprok térbeli lépés mó-
dosításával, és minden részletnek jelentôsége van.
Meglepô, de egymástól kis mértékben különbözô
algoritmusok teljesítôképessége nagyon különbözhet,
a megoldáshoz szükséges ciklusok száma több nagy-
ságrendet változhat. Az is jól látszik, hogy az új algo-
ritmusok valóban eltérô elven mûködnek. A klasszi-
kus direkt módszerekkel összehasonlítva, a töltésal-
ternáló algoritmus az atomok véletlenszerû eloszlását
valamivel nehezebben, de a rendezett atomi elrende-
zéseket és pszeudoszimmetriákat sokkal könnyebben
kezeli. Erre egy saját eredmény ad nagyon szép pél-
dát [11]. Egy adott feladathoz az optimális algoritmus-
választást végsô soron a rendelkezésre álló adatok
mennyisége határozza meg, jó felbontású adatok ese-
tén több perturbáció, adathiány esetén azonban óva-
tosabb beavatkozás vezet célra. Érdekes hibrid a meg-
növelt perturbáció és a negatív visszacsatolás kombi-
nációja, amely kis szerkezeteket a krisztallográfiai
folyóiratokban szokásos adatok tizedével is meg tud
oldani [4]. Bizonyos esetekben az adatok mennyisé-
ge/minôsége nem teszi lehetôvé a kristályszerkezetek
ab initio meghatározását. Ekkor további információk
felhasználására kell törekedni, például direkt térben
néhány nehéz atom vagy molekularészlet, reciprok
térben bizonyos fázisok ismerete segíthet. A töltésal-
ternáló algoritmus minimális változtatással alkalmas
az egyszerûbb esetek kezelésére, azonban ezen a
területen még számos kihasználatlan lehetôség van.

A kristálygömbbe nézve

„Jósolni nehéz, különösen a jövôre vonatkozóan”
(Mark Twain ). Hogy mi lesz a töltésalternáló algorit-
mus sorsa, nem tudhatjuk. Mint ahogy azt sem, hogy
milyen matematikai/fizikai módszerek haladják majd
meg a mai gyakorlatot, és hoznak elôrelépést a krisz-
tallográfiai fázisprobléma megoldásában. Az írást
ezért egy problémahalmazzal zárjuk, olyan feladatok-
kal, amelyek megoldásán biztosan érdemes dolgozni.
Az elsô ilyen: nagyon nagy szerkezetek meghatározá-
sa, de jó felbontású adatok felhasználásával. Tapasz-
talatunk szerint valamilyen mérettartományban mind-
egyik módszer „meghal”, mindegyik hirtelen, ám a

szerkezetek jellege sokat számít. Tanulságos lenne
minél több algoritmust és minél több szerkezetet egy-
ségesen minôsíteni. A második feladat: kis szerkeze-
tek meghatározása, de rossz felbontású adatok alap-
ján. Az ab initio megoldás minimális mellékfeltételei
(atomicitás, pozitivitás) itt már biztosan nem elegen-
dôk. Hogyan segíthetnek további kémiai jellemzôk?
Milyen paramétertérben lesz a szerkezet leírása me-
gint ritka? A megoldást lehet-e kvantitatív módon mi-
nôsíteni abból a szempontból, hogy mi az adat és mi
a más jellegû információk járuléka? A fehérje-krisztal-
lográfia feladatai a nagy méret és a rossz felbontás
nehézségeit egyszerre hordozzák magukban. Miköz-
ben az adatbázisok szerepe egyre nô, az ezek segítsé-
gével megoldott szerkezetek a modelltorzítás jelensé-
gét nem kerülhetik el. Az új modellek adatbázisba
helyezése ráadásul olyan pozitív visszacsatolást jelent,
amely elôbb-utóbb már az adatbázisok minôségét
veszélyezteti. A modelltorzítás csökkentése ezért hal-
mozottan fontos feladat. Az iterációs eljárást jellemzô
jósági tényezôkkel is baj van, a fázistér feltérképezé-
sének látszólag stagnáló szakaszában nem elég infor-
matívak. Jó helyen vagyunk? Jártunk már itt? A vála-
szok minôségileg új párhuzamos programok megírá-
sát segítenék. A szimmetriák helyes kezelése sem
lezárt kérdés. Mi az oka, hogy bizonyos algoritmusok-
nál ezek használata kifejezetten káros? Biztos, hogy
más esetekben hasznos? Végül, de nem utolsósorban,
milyen elvileg is új lehetôségeket hoznak a röntgen
szabadelektron-lézerek? A makromolekulák és víru-
sok szerkezetének meghatározását megszabadítják-e
a kristályosítás gyakran reménytelen feladatától, ma-
tematikailag pedig magától a fázisproblémától?

Nyitott kérdések sora jelzi, hogy a modern krisztal-
lográfia elsô évszázada után is maradt elég tennivaló
– metodikai szempontból is.
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