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A LORENTZ-INGA

Lorentz kérdése az I. Solvay-konferencia
résztvevoihez

1863-ban a 25 éves Ernst Solvay belga vegyész kidol-
vagyonra tett szert. De nem csak a szoda érdekelte.
Lorentz szerint ,Belgiumnak ez a legnemeslelkibb al-
lampolgira mélyen meg volt rola gy6zGdve, hogy a ter-
mészet és a tarsadalom torvényszerlségeinek alapo-
sabb megismerése az emberiség boldogulasat segiti
elG”. Solvay jelentSs Osszegeket dldozott a tudomanyra.
Tobbek kozott pszichologiai, szociologiai, kémiai inté-
zeteket alapitott. 1911-ben W. H. Nernst javaslatara
Brisszelben 6sszehivta az I. Nemzetkozi Solvay-konfe-
renciat, amelyen a kor legnevesebb 22 fizikusa (kozot-
tik H. Poincaré, M. Planck, W. Wien, A. Sommerfeld,
E. Rutherford, A. Einstein) vett részt, és a tovabbi Sol-
vay-kongresszusok szervezését 1 milli6 frank alaptékeé-
vel létrehozott Nemzetkozi Fizikai Intézetre bizta.

1911 arra az idGszakra esett, amikor a fizika mélységes
— de mint késébb kiderult, rendkivil termékeny — val-
sagban volt. Lorentz, a konferencia elndke, bevezetsjé-
ben azt mondta, hogy ,ma messze vagyunk a szellemi
kielégultségnek attol az allapotitol, amelyet a fizikai
elmélet hasz, vagy akar csak tiz évvel ezel6tt nyujtani
tudott. Nem szabadulhatunk att6l a gondolattol, hogy
zsakutcaba kertltiink: a régi elméletek egyre kevésbé
képesek eloszlatni a homalyt, amely minden oldalrél
kortlvesz.” Majd igy folytatta: ,Planck esszéje az energia-
kvantumokrol »valosagos fénysugar« ebben a kodben, és
most az a feladat, hogy olyan mechanikat dolgozzunk ki,
amelybdl Planck felfedezése kovetkezményként ado-
dik.” Mint jol tudjuk, Planck tgy tudta megmagyarazni a
fekete sugarzas spektrumat, ha feltételezte, hogy a har-
monikus linedris oszcillitor energidja csak a hv = Hh®
kvantum egész szamu tobbszorose lehet.!

! Planck a Kirchhoff-tételnek abbol a kdvetkezményébdl indult ki,

hogy a hémérsékleti sugarzas spektruma fiiggetlen az treg falanak
anyagi mindségétsl, ezért — legegyszeribb lehetSségként — a falat
minden frekvencian egy-egy elektromosan toltott harmonikus osz-
cillatorral helyettesitette.
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A linearis harmonikus oszcillator egyik legegysze-
rGbb példdja a matematikai inga. Lorentznek ez sz6-
get utott a fejébe és a kovetkezd kérdéssel fordult a
konferencia résztvevGihez: A matematikai inga kor-
frekvencidja

- | &
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Planck szerint az energidja csak » ® egész szamu tobb-
szorose lehet, vagyis E= n b o-val egyenlé n=0, 1, 2...
mellett. Marmost, ha az inga fonalat a két ujjunkkal
Osszecsippentve az inga hosszit folyamatosan csok-
kentjik, akkor az ® korfrekvencia folyamatosan né.
Hogyan képzelhetS el, hogy ekozben az energidja al-
landdan b  egész szamu tobbszordse marad?

Einstein, aki ismerte P. Ebrenfest idevagd munkait,
kapasbol valaszolt Lorentz kérdésére: a mechanika
torvényei szerint a hossz lassii novelésével vagy csok-
kentésével az energia Ggy valtozik, hogy az E/® ha-
nyados kozben allandé maradjon; a folyamat sordn
tehat Planck képlete folyamatosan érvényes lesz
ugyanazzal az n értékkel. Lorentz ezekkel a szavakkal
nyugtazta Einstein magyardzatat: ,Ez a rendkivil meg-
lepS eredmény megoldja az altalam felvetett problé-
mit. Altaliban is az energiakvantumok hipotézise
érdekes kérdésekhez vezet minden olyan esetben,
amikor a frekvencia dnkényesen valtoztathato.”

A konferencia jegyz6konyve szerint senki sem ve-
tette fel, mi van akkor, ha ®-t gyorsan valtoztatjuk:
mindenkit lenylgozott az a tény, hogy a klasszikus
mechanika a lassa valtozas esetében ilyen csodilatos
harmoniaban van az energiakvantum-hipotézissel.

Mai ismereteink fényében Einstein valasza a kvan-
tummechanika ma is érvényes fontos tételének elsé
megfogalmazasa: amikor egy fizikai rendszer hatarozott
kvantumallapotban van és kozben lassan valtoztatjuk
egy vagy tobb paraméterét, a rendszer folyamatosan
megmarad az ugyanazokkal a kvantumszamokkal jel-
lemzett dllapotiban. Ha a paraméterek az eredeti érté-
kiikre allnak vissza, a rendszer is visszakeril eredeti al-
lapotaba: a korfolyamat soran nincs munkavégzés.
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Amikor azonban a viltozas gyors, a rendszer koz-
ben gerjed. Ha példaul eredetileg alapallapotban volt,
akkor hiaba allitjuk vissza a paraméterek korabbi ér-
tékét, bizonyos valoszinlséggel gerjesztett allapotban
marad vissza.

Az E/o dllandosiganak igazolasa

Az E/o allandosaganak igazolasihoz azt kell megmu-
tatnunk, hogy ezen ariny idd&derivaltja nullaval
egyenlS. Az olyan mechanikai rendszerek esetében,
amelyek E energidja a K kinetikus és az U potencidlis
energia Osszegével egyenld, és csak U tartalmazza a
valtoz6 paramétert, az E idéderivaltja az

dE _ U

dt  dt
képlet alapjan szamithato ki. A bal oldalon teljes deri-
valt all, mert szamitasba kell venni minden okot — a
koordinatak és a sebességek megvaltozasat csakugy,
mint a kiilsé korilményekét — ami az energia értékét
megvaltoztathatja. A teljes idSderivaltat a szokasok-
nak megfelelGen gyakran fogjuk ponttal jelolni. A
jobb oldalon a parcialis id6derivalt jelzi, hogy itt csak
az explicit idofriggés (vagyis a korulmények idébeli
valtozasa) veendd figyelembe. Az (1) magiban foglal-
ja az energiamegmaradas tételét, amely azt mondja ki,
hogy amikor a kortilmények idében allandok, a rend-
szer energidja nem valtozik.

Egy szabadsagi fok esetében, amikor

€))

E = %x + Ux),

az (1) igazolasa kulonosen egyszerd:

mert

ezért

dE _ 1 - ,

dr 2 D
ahol D a direkcios ,alland6”, amely most fligg az id6tdl.
Ha ez a fliggés olyan gyenge, hogy a rezgés T periddusa
alatt a D megvaltozasa elhanyagolhatoan kicsi, akkor a
(2) egyenletet a ¢ idSpont kortl atlagolhatjuk az éppen
aktudlis 7(9) periodusiddre. Az x* ezalatt egy teljes pe-
riodust valtozik, és a négyzetének az atlaga a mozgas
t-beli A(H) amplitado négyzetének felével egyenls:

©@))
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xt = —.
2

Az atlagolas utan ezért (2) a

dEWD _ 1 i 40
- 7 D(1) A*(1) 3

képletbe megy at, amelyben E(#) az energia dtlaga a ¢
pillanat kortli egy periddusnyi idSintervallumra. Mi-
kor a D valtozasa olyan lassu, hogy egy periodus alatt
eltekinthetiink t6le, E(#) ugyantgy fligg A(H-t6l,
mint amikor a D konstans:
B = PO g,
2

Mivel D= m®?, ezért konstans m-nél a korfrekven-
cia is gyengén fiigg az id6tdl, ésigy D = 2 m® ®, va-
lamint

Ezt a két képletet (3)-ba irva az
7 Eo
)
osszefliggésre jutunk, amely az E/ ® arany idébeli
allandosagat kifejezs

d(E
—|=1=0
dt [u) )
képlettel ekvivalens. Az I = E/® aranyt Ehrenfest —
Einstein javaslatira — adiabatikus invariansnak nevez-
te el. Ezt a terminoldgiat (és az I jelolést) hasznaljuk
altalaban a dinamikai mennyiségekbdl képzett olyan
kifejezésekre, amelyek a rendszer paramétereinek las-
su valtoztatisakor megtartjak allando értékiiket.
A matematikai ingara attérve azt latjuk, hogy az
inga
1 12, 1 2
E=—mro*+=mgro 4)
2 2
lengési energidjanak mindkét tagja fligg az inga r hosz-
szatol, amely a feladat lassan valtozo paramétere, és igy
%]j =mro+mgrd)d + mrid? +%mgi’¢2.

A mozgisegyenlet most L = K, ahol L= mr*¢ a
perdilet (impulzusnyomaték), K = -mgrsing =
mgro pedig a forgatobnyomaték. A ¢ -t szorzd zaro-
jelre a mozgasegyenletb6l most nem nullat, hanem az

mro+mgrd = -2mrid
képletet kapjuk. Ennek kovetkeztében

%= —mri¢2+%mgi’¢2. (35)
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A gondolatmenet tovabbi része ugyanolyan, mint a
linearis harmonikus oszcillatoré. Ha a lengés amplita-
doja @, akkor az energidja
1 2
E= 5 mgrd-.

Az egy periddusra torténd atlagolas eredménye pedig

= Lo = es o= Yoo £ ©
2 mgr 2 mr:
mert, mint tudjuk,
o= |5 @)
N 7

Mindezt behelyettesitve az atlagolt (5) formulaba, az

F= L7
2r

képletre jutunk, amely

dEVr)

dt

alakba irhat6 at és az E \/7 szorzat adiabatikus inva-
rianciajat fejezi ki. _

A (7) alapjan az E\/;_ adiabatikus allandosiga
azonban egyenértékd az E/ ® hanyados adiabatikus
invariancidjaval. Ezt kellett igazolnunk.

Az adiabatikus invarians és
az energiamegmaradas

Képzeljink el egy fondlingit, amely a mennyezetrdl
16g le, és a szil egy lyukon keresztil felmegy a pad-
lasra, ahol egy ember tartja. Tegytik fel, hogy az em-
ber elkezdi nagyon lassan felfelé huzni (vagy lefelé
engedni) az ingit. Mekkora AW munkat végez, mi-
kozben az inga fondlhossza r,-r6l r,-re valtozik?

Amikor az inga hossza r-r6l (r+dr)-re valtozik, az
ember altal végzett munka

dw = -F, dr ®

-rel egyenld. Az F,a kotélerd nagysdga, pozitiv szam.
Mivel az inga lengésben van, a kotéler6hoz az
mgcosd sulyerdn kiviil az m r¢? centrifugilis erd is
jarulékot ad:

F,= mr*+mgcosd =

©

U

mg+ mrd)z—%mg(bz.

A feltevés szerint az ember olyan lassan htazza (vagy
engedi) a kotelet, hogy teljesil az adiabatikussag fel-
tétele: az inga egy lengési periddusa alatt a kotélhossz
valtozasa elhanyagolhatéan kicsi. A kotélers egy pe-

ribdusra torténd atlagolasat (9) alapjan konnyen elvé-
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gezhetjiik, mert a jobb oldalon fellépd dtlagokat a (6)-
ban mar kiszadmitottuk. Eszerint

P E (10)
F =
e M8 27
kovetkezésképpen
- E
aw = —mgdr—z—dr. an
r

A AW kiszamitasahoz ezt a képletet kell integralni 7-
t6l r,-ig. A lengés E egy periodusra atlagolt energidja
azonban fligg r-t6l, ezért az integralashoz ismerniink
kell az E(r) figgvényt. _

Adiabatikus esetben az E \/7 szorzat allandosaga
az integralast val6djaban trividlissa teszi. A (11) ekkor
ugyanis

AW = -mgdr+E\|r d L
,
alakban irhat6, amelynek integrilja
11
V VZ V Vl

Az E\r a folyamat sordn nem viltozik, ezért helyet-
tesithetjiik akar

EZ\/VZ -vel, akar E“/Vl -gyel.

Amikor 1/y/r, -vel szorzodik az elsS, amikor pedig

AW = fmg(rzfrl)+f\/7

1/y/r, -gyel, a masodik lehetSséget valasztjuk. Igy
AW = -mg(r,-r)+(E - E).

Ez a képlet biztosan korrekt, mert az energiamegma-
radast fejezi ki az ingabol és a kotelet hizo emberbdl
allé rendszerre a Fold nehézségi erSterében. Ezzel de-
monstraltuk, hogy a matematikai ingdndl E\/r adia-
batikus invariancidja 6sszhangban van ezzel a tétellel.

A csigainga®

A csigainga olyan allocsiga, amelynek kotélvégei fo-
nalingava vannak kiképezve (1. dbra). Ez egy hirom
szabadsagi foka rendszer, amelynek a helyzetét a két
inga o, o, kitérése, valamint a csiga ¢ elfordulasi szo-
ge jellemzi. Ez utobbi helyett azonban célszeribb a

n-n

€ = 12)

7’1+7‘2

? A csigainga részletes matematikai elmélete a Kettds adiabatikus
inga cimd dolgozatomban talalhat6 meg a honlapomon (hrasko.
com/peter). Korabban ezt az érdekes objektumot tudomasom sze-

rint még nem tanulmanyoztak.
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1. abra. A csigainga.

valtoz6 hasznilata, amellyel 7, 7, igy fejezhetd ki:

r,=r,(1+&),
r, =1, -8.

(13

Az 1y az n és az r, félosszege, amely allando érték. A
@ ésa & kozott a

képlet adja meg a kapcsolatot, amely a nyilvanvalo
dr, = —dr, = Rd¢ kovetkezménye. A rendszer nem
integralhat6, egyetlen mozgasintegralja az energia,
ezért arra kell szamitanunk, hogy a mozgasa kaotikus.
Csak annyit lehet rola mondani, hogy a nyugalmi alla-
pota kozombos egyensulyi helyzet: a legkisebb 16kés-
re a kotél leszalad a csigarol.

Tegylk fel azonban, hogy bizonyos kezddfeltéte-
lekhez tartoz6 mozgds sordn a csiga forgdsa olyan
lassa (& olyan kicsi), az ingak lengése pedig olyan
gyors, hogy az r, r, fonalhosszak viltozasa adiabati-
kusnak tekinthetS. Ebben az esetben a & ingadozni
fog egy minimalis és maximalis érték kozott. Ez abbol
kovetkezik, hogy az

1= Er

adiabatikus invaridns alland6sidga miatt (6) kovetkez-
tében a centrifugilis er§ annal kisebb, minél hosz-
szabb a szal:

- 1
mrd? = i

Amikor példdul 7 ng, akkor az 1. ingara hat6 centrifu-
galis er6 csokken, a 2. ingara hat6é pedig ng, és ez a
tendencia a csiga forgasiranyanak megfordulasahoz ve-
zethet. Ekkor az ingak lengése stabilizdlja a rendszert.
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Amikor az adiabatikussag teljesiil, a rendszer integ-
ralhatova vilik. Ez az energiaképlet alapjan lathato
be. A csigainga energidja harom tagot tartalmaz: a két
inga lengése, valamint az ingadozas energiajat (a po-
tencialis energiaval nem kell tor6dniink, mert kons-
tans: mg(r+nr) =2mgr,):

El—gmrfoc%—mgrlocf (o, < 1) (14
= 1 72 2 1
E2—§m20c2+§mgrzoc2 (o, < D (15)
K=_smrelimiilog=mré 16
T gmAT gm0t Lmish A6
ahol O a csiga tehetetlenségi nyomatéka, és
S}
‘2R an
[=-— 2R
m
Adiabatikus kozelitésben azonban
oo b _nn 1
1 - )
V7 V1+§& V1+§
18

g b LA
B e

Ezekben a képletekben az I, I mennyiségek kons-
tansok, amelyeket a kezddfeltételek hatiroznak meg.
A rendszer energidjara ebben a kozelitésben tehit az
E = K.+ U,(&) képletet nyerjiik, amely egy 1-szabad-
sagi foku objektum mozgasat irja le az

]1/ ])/
U&= —
V1+&  J1-§

effektiv potencialban (2. dbra).

a9

2. dbra. Az ingadozas effektiv potencidlja.

FIZIKAI SZEMLE 2012/4



0,615
0,610

0,605

w(),()oo1 , —
50

0,595

0,590

0,585

3. abra. A & ingadozasa (0,/®, = 2).

T
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Az ilyen tipust feladatok mindig megoldhatok. A
fuggdleges tengely E pontjan keresztil parhuzamost
rajzolunk a vizszintes tengellyel. Eza &, ésa &, pon-
tokban metszi az U,(&) gorbét. Ennek kovetkeztében
az adott E energiin az ingadozasa §,,, <& <& tarto-
manyban fog torténni. Az ingadozas periddusidejének
felét Ggy szamithatjuk ki, hogy az

_ de Y
E = Lmrj(ﬁj + U,

képletet megoldjuk dt-re és integriljuk az ingadozas
tartomanyara:

T'=2Lmr; dg

e E- U@

Mint latjuk, az ingadozas anndl ,Jomhabb”, minél na-
gyobb az L paraméter, amelyet emiatt a rendszer lom-
basdganak nevezhetink. Az adiabatikus kozelités
annal jobb, minél lassibb az ingadozis, vagyis minél
nagyobb az L.

A lengések korfrekvencidja az ingadozas kovetkez-
tében folyamatosan né és csokken valamilyen kons-
tans @, és o, érték koriil. Ezeket az értékeket is a kez-
ddofeltételek hatdrozzak meg. Az adiabatikussdghoz az
kell, hogy ezek sokkal nagyobbak legyenek, mint az
ingadozas

20

korfrekvencidja.

Amikor az adiabatikussag feltételei teljestilnek, az
inga valoban periodikus ingadozdsokat végez a (20)
altal meghatarozott peridodusidével. A 3. dbran® a
folytonos gorbe a pontos mozgasegyenlet alapjan tor-
ténd szamitas eredménye, amelyre szorosan illeszked-
nek az adiabatikus kozelités pontjai. A vizszintes ten-
gelyen s = o,/ a dimenziotlanitott id6 (@, = (g/ 7,)"*).
Mint lathato, az ingadozas tényleg periodikus és a
periodus megegyezik a (20)-bol szamithato értékkel.
A gorbe csipkézettsége az ingik lengésének kovet-
kezménye. Az adiabatikus kozelités ezt kisimitja. Azt

*  Ezt és a kovetkezd grafikonokat a 2. labjegyzetben idézett dol-

gozatombodl vettem at.
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4. dbra. A € ingadozdsa (0,/®, = 1.

varnank, hogy az ingadozas szigora periodikussaga,
amely egy kozelits eljaras, az adiabatikus approxima-
ci6 kovetkezménye, az idS eldrehaladtaval fokozato-
san elromlik, de a pontos mozgisegyenletek numeri-
kus megoldasiban ennek semmi jele.

Vilaszthatok azonban olyan kezddfeltételek, ame-
lyeknél szintén elvarhatd volna az adiabatikussag telje-
stilése, a pontos mozgasegyenletek megoldisa mégsem
periodikus. Ilyen esetre vonatkozik a 4. dbra, amelyen
szintén a folytonos gdrbe a pontos megoldas, a pontok
pedig az adiabatikus kozelités. A magyarizat valoszinG-
leg az ®,/®, arinyban keresendd. A 4. dbra esetében ez
az arany 1-gyel egyenld és ez azt sugallja, hogy rezo-
nans kélcsonbatas 1éphet fel a két inga kozott, amely
elrontja az ingak 1, [, adiabatikus invariansainak idébe-
li allandosagat. A részletesebb analizis azt bizonyitja,
hogy ebben az esetben az ingadozasnak megfelels id6-
skaldn lasstu Jlebegés” jon létre a két invaridns kozott
(lasd az 5. abrat, amelyek dimenzi6tlanitott invarian-
sokra vonatkoznak). Amikor ,/®, = 2, az ingik kol-
csonhatasa — ugy latszik — nem vezet az adiabatikus
invariansok szisztematikus valtozasahoz.

Osszefoglalva megillapithatjuk, hogy az inga moz-
gasa, az el6zetes varakozassal ellentétben, nem min-
dig kaotikus, mert adott paraméterek mellett a kezdd-
feltételek bizonyos tartomdnydban a két adiabatikus
invarians két 4j mozgisallando szerepét tolti be az
energia mellett. Noha ezek bizonyos értelemben csak
kozelitéen mozgasallandok, ezt a funkcidjukat a var-
hatonil sokkal sikeresebben teljesitik. Erdekes lenne
meghatdrozni e tartomany hatarait a fazistérben.

5. dbra. Az adiabatikus invariansok lebegése (0,/®, = 1).
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