Csaba Zoltan

Vilagegyetemes igazsagok?

most kovetkezd néhany oldalon egy olyan tudomany kiilonos filozofiai megkozeli-
A tésérol és az ebbol szarmazo elképesztd kovetkeztetésekrol lesz szo, amellyel min-

dannyian ismeretséget kotiink a tanulmanyaink soran. Kiilonbdzé mélységben saja-
titjuk el ugyan, de jol tudjuk, hogy alapszintli ismerete nélkiil a mai vilagban mar senki
sem boldogulhatna. Igen, a matematikarél van szo, de még mieldtt egy elegans mozdulat-
tal atlapoznank ezt a rossz emlékeket idéz0 fejezetet, mindenkit megnyugtatok: ez a rovid
kirdndulas semmiben sem fog hasonlitani a rettegett matematika érakra vagy eldadasokra.
Elég, ha most felszabaditjuk elménk logikara fogékonyabb teriileteit, hatradéliink egy ké-
nyelmes karosszékben és maris elénk tarul egy igazan rejtelmes vilag...

Gondolati turankat kezdjiik egy korabbi kijelentés vizsgalataval: ,,A matematika
ismerete nélkiil a XXI. szdzadban ember mar nem boldogulhat a vilagban”. Hogy ez
mennyire igaz, arr6l kiilondsen azok tudnanak mesélni, akik barmilyen természettu-
domany ismereteinek mélyebb szintii elsajatitasara szadntak ra magukat. Legyen sz6
fizikarol, csillagészatrdl vagy kémiardl, biologiardl, netan miiszaki-, gazdasagi tudo-
manyokrol, a megfeleld szintii matematikai ,,infrastruktiira” az ismeretanyag megérté-
séhez, feldolgozasahoz és alkalmazasdhoz egyszeriien nélkiilozhetetlen. Vajon ez a
veéletlen miive?

A kérdés minden komolyabb tudds elmét elgondolkoztatott mar évszadokkal
ezelOtt is, de csak a legnagyobb gondolkoddk voltak képesek arra, hogy megfogal-
mazzak az igazi feladvanyt, ahol a problémat maga a matematika jelenti. Miel6tt gor-
cs6 ala vennénk az emberi elme logikai képességének csodalatos eredményeit, gon-
dolkozzunk el, mi is a matematika valdjaban?

Kolmogorov! orosz matematikus korszerli meghatarozasa szerint a matematika a
valds vilag altalanos értelemben vett mennyiségi-, térbeli formairdl és viszonyairol
sz616 tudomany.2

A mennyiségi- és a térbeli formakat a matematikusok hozzak létre absztrakcio3
segitségével, majd ezeken a formakon (szdmok, algebrai struktirak, matrixok, halma-
zok stb.) kiilonb6ozé miiveleteket értelmeznek, amely miiveletek sajatos ,,szabalyok™
szerint mitkddnek. A matematikai ,,szabalyok™ rendszerét tételek és bizonyitasaik
alkotjak,4 amelyeket viszont bizonyitas nélkiil igaznak elfogadott egyszerii axidomakra$s
vezetnek vissza.

Az egyes axidmarendszerekre kiilonb6z6 matematikai ,,vilagok™ épiilnek (hal-
mazelmélet és logika, szamelmélet, algebra, geometria, analizis, topologia,
valdszinliségszamitas stb.), amelyek egymastol elkiilonithetek, de vannak kozottiik
jelentds kolcsonhatasok €s atfedések is. Tehat, ha megprobaljuk lecsupaszitani a ma-
tematikat, akkor egy megegyezés szerint helyesnek elfogadott kijelentésekre (axioma-
rendszerre) épiild matematikai itéletekbdl (tételekbol) allo, logikussagra térekvo rend-
szert kapunk.6 Egy-egy axiomarendszer ellentmondas-mentességének igazolasa azon-
ban a matematika legsulyosabb problémai kozé tartozik.

Kurt Godel” kiemelkedé XX. szazadi matematikus 1931-ben kozreadott nem-
teljességi tétele végérvényesen pontot tett a matematikai axiomarendszerek ellent-



mondas-mentességének kérdésére, mert logikai Uton igazolta, hogy barmely axioma-
rendszeren beliill megfogalmazhatd egy olyan allitds, amelyik nem bizonyithato, de
nem is cafolhatd. Tehat egy véglegesen megfogalmazott axiomarendszerben az el-
lentmondas-mentesség nem bizonyithatd. Egy adott axidmarendszer nem igazolhatja
sajat maga ,,igaz” voltat.8

Ezek utan talan nem véletlen, hogy kordbban mas tudomanyok miiveldi a mate-
matikat kissé oncéli idorablasnak (jobb esetben eszkdznek) tekintették, és sokaig nem
is ismerték el 6nallé tudomanynak.

Mara a helyzet azért jelent6sen valtozott. A matematikanak sok 0j aga sziiletett,
¢és sok, korabban teljesen haszontalannak vélt aga is hasznosnak bizonyult a valds
vilag frissen felfedezett folyamatainak objektiv leirasaban.9 Mintha a matematikusok
elére megalkottak volna ezeknek a koradbban ismeretlen rendszereknek a lehetséges
modelljeit. Taldn az is elképzelhetd, hogy az 6sszes altalunk megalkothatdé matemati-
kai elmélethez fogunk talalni olyan valos fizikai rendszereket, amelyeknek mikddése
jol leirhatdé majd segitségiikkel. Ezt az elképzelést tdmasztja ala néhany kimagasléan
eldremutato elméleti fizikai kutatas (szuperhur elmélet, M-elmélet), ahol az elérejutést
jelentdsen korlatozza az a tény, hogy a sokdimenzids terekben zajlé folyamatok leké-
pezéséhez el6szor ki kell fejleszteni a megfelelo matematikai eszkoztarat, €s csak az
utan lehet elére 1épni a fizikai rendszerek szintézisében.10 Itt kétségtelen tény, hogy a
fizikusok olyan egyediilallo elmélet kialakitasara tesznek kisérletet, ami olyan mate-
matikai infrastruktarat igényel, amelyre a matematikusok eddig csak kevés idot fordi-
tottak (de az alapjai mar 1éteztek). Magyarul 6sszefoglalva a matematika sokkal alap-
vetObben atszovi az egész vilagunkat, mint azt korabban barmikor gondoltuk volna.
De ha ennyire alapvetd és teljesen kdrbevesz minket, mégis honnan szarmazik?

A fentiek utan lassan kénytelenek vagyunk beldtni, hogy a matematika nem lehet
csupan a matematikusok puszta agysziileménye. Az konnyen bizonyithat6 tény, hogy
a vilagegyetemben miikodo fizikai torvények az ember jelenléte nélkiil is léteztek (a
tavoli multban) €s 1éteznek ma is (példaul a szomszédos galaxisokban). Vajon ugya-
nez a helyzet a matematikaval is?

Jelenleg még mindig az az elképzelés tartja magat, hogy a matematika az emberi
gondolkodas hatértalan absztrakcios képességének a demonstracidja, és mint ilyen,
egyértelmiien az intelligens gondolkoddshoz kothetd. Azonban, ha jol belegondolunk,
az emberi agyat felépito idegsejtek bonyolult halozata is részét képezi a vilagegyetem
fizikai valosaganak. Ebben a roppant Osszetett rendszerben molekularis reakciok mil-
liardjain keresztiil sziiletnek meg a matematika megértéséhez sziikséges fogalmak,
amik akar a vilagtol teljesen elrugaszkodott tételek kimondasahoz is vezethetnek. De
ne feledjiik, az agyunk is részét képezi ennek a rendszernek, tehat akarmilyen elvont
kérdésrdl is legyen szo, az azzal foglalkoz6 emberek agyaban zajlo fizikai, kémiai,
biologiai folyamatok ettél kezdve attételesen fiiggeni fognak a probléma megoldasa-
tol, mert az éppen aktiv agyteriiletek neuronjainak a viselkedését a gondolkodasi fo-
lyamat kozben nem tudjuk mas ,,elmélettel” pontosan leirni, csak azzal, amelyen ép-
pen gondolkozunk. Tekinthetjiik-e ezek utan az adott elvont matematikai levezetéseket
a fizikai val6sagtdl teljesen idegennek? Egyaltalan gondolkozhatunk-e olyan elvont
probléman, ami nem kothet6 valamilyen valos folyamat mitkodéséhez is?

Talan ez a magyarazata annak, hogy a korabban haszontalannak hitt matematikai
elméletek sorra ,.értelmet kapnak” jonnan felfedezett valos rendszerektél. Ugy tiinik,



hogy az emberi agy neuronhaldzata — paratlan bonyolultsaganak kovetkeztében —
szinte tetszéleges viselkedésti valds rendszereket képes ,,modellezni”, és igy mintegy
magaban rejti a vilagot leird elméletekhez sziikséges 0sszes informaciot. Ezek utan
mar elképzelhetjiik, hogy a matematikusok, agyukat ,torve” vagy szamitogépeiket
programozva végil akaratlanul sorra épitik fel neuronjaik halézatdbol — vagy a sza-
mitogépek tranzisztoraibdl — az Gjabb és tjabb (de ettdl kezdve mar biztosan 1étezd)
fizikai rendszereket, és igy mégis lehetdvé valik, hogy megalkothassak az ezeket leird
kiilonos elméleteket.

Visszatérve a matematika alapvetd szerepére, konnyen demonstralhatjuk fontos-
sagat egy gondolat-kisérlettel. Vegylink az ismert vilagunkbol egy apro részt — példaul
egy elektront — és nézziik meg, mire van sziikségiink ahhoz, hogy a 1étezését biztosita-
ni tudjuk.

Ahhoz, hogy elektron létezhessen, keriteniink kell egy darab tér-idét is, amiben
elhelyezhetjiik, hiszen csak kélcsonhatasuk biztosithatja a megismert sajatos tulajdon-
sagaikat. A tér-id0 leirasahoz a relativitas-elméletre, az elektron viselkedésének meg-
adasdhoz pedig a komplett kvantummechanikara sziikségiink van. Ezek az elméletek
mar dnmagukban impozans matematikai strukturat képviselnek, mert egyetlen vaku-
umban lebegd részecskének a megadasahoz is be kell vetniink a csoportelmélet, a
fliggvényanalizis, a differencial geometria vivmanyainak jelentés részét.11 Talan nem
is olyan elhamarkodott kijelentenilink: a matematika létezése alapfeltétele a fizika (és
ezzel minden mas) miikddésének. Ha ez a feltételezésiink helytallonak bizonyul, akkor
maris eldttiink tornyosul a matematika eredetének problémaja. S6t, vérmérsékletiinktol
fliggden felmeriilhet a végsd kérdés: A matematika axiomarendszere 6nmagaban rep-
rezentalja-e az univerzum szerkezeti felépitését? Ezzel elérkeztiink fejtegetésiink leg-
érdekfeszitdbb részéhez.

Lathato, hogy a matematika eredetének kérdése szépen 0Osszefonddik a vilag-
egyetem eredetének kérdésével, igy illeszkednie kell a ma elfogadott keletkezési el-
méletekhez is.

Az univerzum jelenlegi elképzeléseink alapjan egy igen forrd kvark-gliion plaz-
mabol keletkezhetett. A 10 masodperc el6tti extrém viszonyok kozott (végtelen
stirliség, végtelenill gorbiilt tér stb.) nem létezhetett semmi szamunkra is ismerds je-
lenség. A végteleniil apro térfogatba préselt univerzumnak nem volt mérhetd kiterje-
dése és nem telt benne az 1d6 sem.12 Egyszerlien csak létezett, de a matematika alap-
vetd axiomarendszerének mar nyomokban itt is jelen kellett lennie, hiszen ezek kdzott
a viszonyok kozott is 1étezhettek szabalyossagok. Persze, az is elképzelhetd, hogy a
matematika alapvetd axiomai is folyamatosan fluktualtak kiillonb6zo allapotok kozott,
ezzel mintegy dinamikusan valtozova téve azokat a torvényszerliségeket is, amelyek a
kvark-gliion plazma 6rvénylését iranyitottak.

Mikozben ebben a vadul fortyogd energiakatlanban az egyes alkotoelemek kitol-
totték az 6sszes — az akar egymasnak ellentmondé — allapotokat is, eldallt az ,,alapve-
toen igaz kijelentéseknek™ egy olyan konstellacidja, amely szétvetette az egész kezdeti
allapotot, és 1étrehozta a ma megfigyelt tagulo vilagegyetemet. A vilagegyetem tehat
magaban hordoz egy olyan kevéssé valoszinli kezdeti allapotot, ami ahhoz kellett,
hogy kibillenhessen kezdeti egyensulyabol. 10°° masodperccel a ,,Nagy Bumm” utan
a fizika torvényszerliségeinek mar javaban milkodniiik kellett, tehat a matematika
jelenlegi axiomarendszerének ekkor mar kozel végsé formajaban meg kellett jelennie.
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Azonban ennek az axiémarendszernek az ellentmondas-mentessége ennyi id0 alatt
biztosan nem deriilhetett ki!

Korabban az a kép alakulhatott ki benniink, hogy a matematika feltételezett idot-
lensége miatt az egyes tételek bizonyitasahoz nincs sziikség idore. Ha egyszer bebizo-
nyitottuk Oket, akkor mindig is léteztek, és kezdetektdl fogva igaznak kell elfogad-
nunk ezeket az allitdsokat. Csakhogy a vilagegyetem keletkezésével egyiitt megsziile-
tett az id6 is, amivel az informacio terjedésének sebessége is a fény sebességére kor-
latozodott. Ha pedig csak korlatozva terjedhet az informacio (az 6t szallitéo elemi ré-
szek véges sebessége miatt), akkor azok a véletlenszerli vagy szandékos fizikai folya-
matok, amelyek az egyes tételek igazat bizonyithatjak, csak nullatol nagyobb id6 alatt
tehetik meg ezt.

Magyaran szdlva, az egyes tételek bizonyitasahoz idore van sziikség, méghozza a
bizonyitas modjatdl fiiggden kiillonbdz0 mennyiségre. Vannak olyan tételek, amelyek
bizonyitasara néhany masodperc gondolkodas elegendd, de vannak olyanok is, ame-
lyek elvileg csak végtelen sok idd alatt végezhetdek el (példaul Fermat nagy sejtésé-
nek bizonyitasat csak 360 évvel késObb 1993-ban adta meg Andrew Wiles angol ma-
tematikus egy igazan komplikalt levezetésben!3).

A vilagegyetem kezdeti allapotaban ,,befagyott” axidomakbol létrehozhatd Gsszes
tétel (ami akar végtelen sok is lehet) az azota eltelt 15 milliard évben tehat még nem
nyerhetett igazolast, ezért a kiindulé axiomak ellentmondés-mentessége teljes bizo-
nyossaggal még nem deriilhetett ki, illetve Kurt Godel idevonatkozd nem-teljességi
tételébdl kifolydlag sohasem deriilhet ki. Innen mar csak egy apr6 1épés a kdvetkezo
kérdés: A kezdeti feltevések ,,megadlmodo6i” honnan tudhatték, hogy ellentmondasoktol
mentes tételrendszert alkothatnak bel6liik?

Sehonnan! Ezért minden valdszinliség szerint az univerzum alapjat alkotd axio-
mak ellentmondésokat tartalmaztak.

Hogyan miikddhet mégis a vilagegyetem? Mi védi meg a katasztrofalis logikai
defektusok hatasait6l? Ennek megértéséhez végleg szakitanunk kell a megszokott
hétkdznapi vilagképilinkkel.14

Tegyiik fel, hogy a vilagegyetem egy tavoli szegletében 1évé intelligens civiliza-
ci6 buzgd matematikusa bebizonyit egy ujabb matematikai tételt, visszavezetve azt
egészen a kezdeti axiomakra. Nagy oromeében azonnal fénysebességli iizenetben adja
tudtara az univerzum minden lakdjanak a felfedezését. Ezzel az iizenetet alkot6 foto-
nok rendszerével a valos fizikai vilaghoz csatolja a bizonyitasat, hiszen az agyan kiviil
egy Ujabb rendszer miikddése is fliggdvé valt az 0j tétel kimondasatol. A tétel bizo-
nyitasanak ,hire” tehat fénysebességgel terjed szét a vilagegyetemben, aminek kap-
csan ujabb, az el6zdvel kapcsolatos tételek nyerhetnek igazolast, igy a matematikai
tételek egész lancolata sziilethet a felfedezésbol.

Egy masik tavoli szegletben egy masként gondolkodé matematikus ugyanerre az
axiomarendszerre alapozva egy el6zdvel ellentétes bizonyitast talal az eredeti tételre
(persze, nem tud a masik létezésérdl). O sem rest szétkiirtdlni mindenfelé, és erre a
bizonyitasra is Gjabb tételek lancolata épiilhet fel egészen addig probléma nélkiil, amig
a két taguld buborék nem talalkozik valahol. A buborékokon beliil tovabbra is az ere-
deti bizonyitas-lancolat lesz az igaz, de a buborékok hatarvonalan kiilonds dolognak
kell torténnie. A logikai ellentmondésossag nem tarthato fenn, ezért lokalisan (a hatar-
feliilet mentén) az alapveté axidomaknak modosulniuk kell, hogy biztosithassak az



ellentmondéas-mentességet. Az axidomak eme helytdl €s id6tdl fiiggd finoman valtozo
rendszere barmilyen koriilmények kozott képes biztositani az univerzum szamara a
szlikséges mértéki ellentmondas-mentességet. Persze, innentdl kezdve a 1étrejott mo-
dosult axiomak informacios ,.hullama” fénysebességgel terjed szét az univerzumban,
¢és lassan kisimitja az eredetileg rejtett logikai defektus hatasait. Azonban végtelen sok
lehetséges tételhez végtelen sok ellentmondés is tartozik, ami folyamatosan valtozo
axiomarendszerhez vezet, de természetesen minél tobb id6 telik el a vilagegyetem
keletkezése oOta, annal bonyolultabb fizikai kapcsolatokat igényl6 tételek maradhatnak
csak bizonyitas nélkiil.

Ezzel arra is magyarazatot kaptunk, hogy miért van olyan kevés jelentds ellent-
mondas a jelenlegi matematikaban. A kezdeti univerzum nyers axiémai az idok fo-
lyaman egyre finomodnak, ahogy az egyes ellentmondasos tételek a napvilagra keriil-
nek. A kezdeti pillanatokban nagyon sok ellentmondas 1étezhetett, de akkor a vilag-
egyetem magas energiaszintje és a kavargo részecskék sokasaga miatt a lehetséges
egyszeriibb fizikai rendszerek nagy része véletlenszerlien realizadlodhatott, ezzel a
kimondhaté ellentmondasos tételek nagy tomege gyorsan felmeriilhetett és feliilirhatta
a kezdeti feltevéseket. Az univerzum mérete ekkor raadasul még roppant kicsi volt,
igy az axiomarendszer valtozasai homogén modon zajlottak mindeniitt. A felfuvoda-
sos szakaszban (10 és 10°* masodperc kozott) a még megmaradt ellentmondasokat
az egyes tér-id6 darabok magukba zartak, és a tovabbi ellentmondasok axiomatikus
feloldéasa azota mar lokalisan folyik.

Tehat jelenleg minden tér-id6 tartomanyban egyedi — kis mértékben eltéré — axi-
omarendszer létezik, ami pillanatrdl pillanatra dinamikusan valtozik azoknak a vélet-
lenszerii vagy szandékos fizikai folyamatoknak a kdvetkeztében, amelyek a helyi axi-
omarendszerre €piild egyes tételeket éppen igazoljak vagy megdontik. Ezt nevezhetjiik
a matematikai relativitds elméletének, ami legalabb annyira megrazhatja a vilagrol
alkotott képiinket, mint a relativitaselmélet tette azt a mult szazad elején.

Miért is olyan megrazo az, amit az el6bb olvashattunk? Azért, mert magaban hor-
dozza azt a jelentOségteljes kijelentést, hogy az egyes fizikai rendszerek miikddésiik
kdzben visszahatnak az univerzum felépitésére, lokalisan megvaltoztatva annak alap-
vetd szerkezetét.

Ha még mindig nem érzékeljiik ennek a jelentdségét, lassunk egy példat. Egy
matematikus hosszu évek munkdjaval igazol egy eddig még senki altal nem bizonyi-
tott tételt. Ujabb hossza évek munkaja utan azonban nyomara bukkan egy olyan leve-
zetésnek, ami varhatéan ennek az ellenkezdjét bizonyitja majd. Az agyaban 1év0 in-
formaciok abban a pillanatban, amikor a logikus levezetés 1€épései a gondolataiban
Osszeallnak, maris kolcsonhatasba 1épnek a vilagegyetemet felépitd alapvet6 axioma-
rendszerrel, és emiatt az eddig még sosem latott ellentmondas miatt lokalisan finoman
kiegésziilnek az axiomak ugy, hogy az ellentmondas feloldédjon. A matematikus mar
nem fogja eredeti formajaban meglelni a defektust, mert kozben 1étrejott a logikai
ellentmondas feloldasanak lehetdsége.

Roviden oOsszefoglalva az elhangzottakat: Ha a matematika tényleg olyan elké-
pesztben alapvetd, mint amennyire annak tiinik a tudésoknak, akkor az ember mégis-
csak képes befolyasolni pusztan a ,,gondolatainak erejével” az univerzum felépitését.

Ha csak arra gondolunk, hogy a fenti szoveg olvasasa kdzben az agyunk idegsejt-
halozataban milyen 0sszetett kapcsolatok épiilhettek ki, mar azt sem tarthatjuk elkép-



zelhetetlennek, hogy a millidardnyi neuron interakcidja kdzben véletlenszertien jo né-
hany tételt igazolhatott vagy megcafolhatott. Ennek kdvetkeztében mas tételek is bi-
zonyitast nyerhettek, aminek hatasara logikai defektusok cikazhattak szét a lokalis tér-
idore jellemzo gigantikus tételrendszer testében. A minimalisan megvaltozé axiomak
miatt néhany specialis helyzetben 1év6 kvark kdlcsonhatésa kicsit modosulhatott, tehat
akarva-akaratlanul létezésiinkkel befolyasoltuk a minket koriilvevd vilag szabalyait.
Ezek a folyamatosan gerjesztédd aprd valtozasok bizonyos szinten, mintegy hatéro-
zatlanna tehetik a tételek rendszerét, hasonloan ahhoz, ahogy a kvantummechanikaban
érvényesek a hatarozatlansagi elv térvényszertiségei.

A véletlenszerlien bekovetkezo ingadozasok azonban csak nagyon aprok lehetnek,
¢és hosszu tavon kiegyenlithetik egymast. Viszont semmi sem gatolja meg, hogy tuda-
tosan feltérképezziik az axidmarendszert atszovo paranyi defektusok halozatat. Ha ezt
megtessziik, akkor tudatos munkaval olyan ,,ijszerli” matematikai tételcsoportok 1ét-
rehozédsaba foghatunk, amelyek segitségével felerdsithetjikk ezeket az apro valtozaso-
kat, és megalapozhatjuk egy szdmunkra (vagy az ¢€let szamara) kedvezObb vilagegye-
tem alapjait.

Talan a matematikusaink és a tudésaink tudtukon kiviil mar most is ezt teszik a
vilaggal, hiszen az ember altal megszerzett tudas mérhetetlentil sok fizikai rendszerbe
épiilt be (emberi agyak, szamitogépek, konyvek, épliletek, mitholdak stb.), amivel az
altalunk preferalt logikai rendszert a Foldet koriilvevo fénysebességgel taguld bubo-
rékban bizonyara jelentdsen megszilarditjuk. Kérdés, hogy tudatos vilagformalo tevé-
kenységlinket a vilagegyetem erdi hogyan toleraljak majd.

Eléfordulhat, hogy rajoviink: a jelenleg érvényes rend is mar egy tudatos folyamat
eredménye, vagy szembetalaljuk magunkat olyan civilizaciokkal, amelyek eljutottak
mar arra a szintre, hogy kedviik szerint formaljak a vildgegyetem felépitését. Vajon
figyelembe veszik majd a l1étezésre vonatkozd igényeinket? Ahhoz, hogy ne érhessen
benniinket meglepetés, azt hiszem alapvetd fontossagu lesz, hogy értsiink majd a ma-
tematikahoz.

Talédn nem art, ha maris elkezdjiik ismételgetni mindent elsdprd csatakidltasunkat:

Szamoljunk csak utana!
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