»A szillogizmusokat nélkiilozhetetle-
neknek vagy a par excellence okosko-
dédsnak tekinteni — az ostobasdg
apotedzisa.

C.1. LEWIS

Modalis log_ikék I.
RUZSA IMRE

A matematikailogika, mint ismeretes, olyan kdvetkeztetések vizsgilatdval
foglalkozik, amelyek helyessége a premisszék szerkezete és a konkluzié szerkezete
kozotti osszefiiggésekre alapozott. Az ilyen kovetkezetetések elemzésének
el6feltétele a kijelentések szerkezetének elemzése. A matematikai logika legele-
mibb fejezete, a kijelentéskalkulus, olyan Osszetett kijelentések elemzésével
foglalkozik, amelyeknek analizilatlan egységei, ,,atomjai’” maguk is kijelen-
tések, s az Osszetett kijelentés logikai értékét (igaz vagy hamis voltat) egyér-
telmiien meghatirozza az osszetétel médja, szerkezete, valamint a komponen-
sek logikai értéke. Vagy — az elemzés, az analizis néz6pontjardl az osszerakas,
a szintézis nézbpontjira térve 4t — azt is mondhatjuk, hogy a logika e fejezeté-
ben csak olyan eljarasok, mtveletek szerepelnek, amelyek kijelentésekbdl kije-
lentéseket hoznak létre, mindig gy, hogy a komponensek logikai értéke és
maga a miivelet egyértelmiien meghatarozza az eredmény logikai értékét.

(Félreértések elkeriilése kedvéért: a tovabbiakban a jelzd nélkiil eléfor-
dulé ,logika’ sz6 mindig a ,matematikai logika’ helyett szerepel.)

Ez a keret azonban, birmennyire hasznos és nélkiilézhetetlen is, 6nmaga-
ban nem alkalmas olyan, a mindennapi életben és a tudomanyos tevékenység-
ben egyarant tomegesen el6forduld, és a jézan ész szamara helyesnek tartott
kovetkeztetések helyességének megalapozasara, mint példdul a kovetkez8k:

(1) Premissza: Az igazsag relativ.
Konklazié:  Aki igazat mond, relativ dolgot mond.
(2) Premisszak: Ha nem létezik perpetuum mobile, akkor a robbanémotor

hatésfoka kisebb 1-nél.
Perpetuum mobile lehetetlen.

Konkliazié:  Lehetséges, hogy a robbanémotor hatésfoka kisebb 1-nél.

(3) Premisszak: Nincs megeafolva, hogy a tettes ng volt.
Bebizonyosodott, hogy ha a tettes né volt, csak az dldozat
szomszédja lehetett.

Konklizié:  Nincs megcafolva, hogy a tettes az dldozat szomszédja volt.

(4) Premisszdk: Szinhédzldtogatiskor a ruhatdr haszndlata kotelezs.
7 Szinhazba jarni megengedett.
Konkluzié: A ruhatir hasznilata megengedett.

Ami az (1) példat illeti, ennek elemzése a logika magasabb fejezetébe, a predi-
kdtumkalkuwlusba vagy logikai fuggvénykalkulusba tartozik. A (2) — (4) példik
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viszont un. moddlis kovetkeztetések, targyalasuk a moddlis logika egyik vagy
mésik fejezetéhez tartozik. Cikkiinkben ezekrdl a modalis logikdkrél szeretnénk
némi tajékoztatast nyujtani.

A modalitdsokrdl daltaldban

A modalis logikdk targyat els§ kozelitésben igy hatarozhatnank meg.
A modalis logikak

a) kijelentések tulajdonsigairél sz6l6 kijelentésekkel,

b) predikdtumokbdl (tulajdonsigokbdl) képezett tulajdonsagokkal,

¢) predikdtumok (tulajdonsigok), ill. kategéridk tulajdonsigairdl szédlé
kijelentésekkel foglalkoznak. Adott koriilmények kozott bizonyos kijelentések
korében pl. ilyen tulajdonsigok értelmezhetbk: sziikségszerti, lehetséges, vélet-
len, lehetetlen; vagy: bizonyithat6, cafolhaté stb.; vagy: magétdl értetsds,
megdobbents stb. Egy adott dologra vonatkozéan bizonyos predikidtum (tu-
lajdonsag) ugyancsak lehet szitkségszer(, lehetséges, véletlen, lehetetlen; vagy:
pl. morélis kategéridk lehetnek (adott koriilmények kozott) kotelezdek, meg-
engedettek, tilosak, kozombosek. A kijelentések, predikdtumok és kategoridk
ilyenfajta tulajdonsagait a hagyomanyos logikdban mddozatoknak, modalitdsok-
nak nevezték; innen szdrmazik a moddlis logika elnevezés is. Egy modalis lo-
gikat de dicto ill. de re tipusinak neveznek aszerint, hogy kijelentések, ill. pre-
dikdtumok tulajdonsagaival foglalkozik.

Egy-egy modalis logika keretében dltaldban négy olyan tulajdonsig sze-
repel, amelyek egymaéssal bizonyos tartalmi-értelmi vonatkozasban vannak,
és logikai miiveletekkel egyetlen tulajdonsdgra vezethetSk vissza. Példaként
vegyilk a lehetséges, szilkségszerit, lehetetlen és véletlen tulajdonsdg-négyest,
mondjuk kijelentésekre alkalmazva. E négy tulajdonsig visszavezethet egy-
re: pl. a leheiségesre. Hogy egy kijelentés igazsiga lehetetlen, az nyilvan
annak mnegdcidja, hogy a kl]elentes igazsaga lehetséges. Hogy egy kljelentes
szitkségszertien igaz, azt gy ertelmezhet]uk hogy negicijanak igazsiga -
lehetetlen, azaz nem lehetséges, hogy mnegdcidja igaz.. Végiil egy kl]elentes
igazsdganak véletlen jellegét kifejezi az, hogy a kijelentés is, negacidja is lehet-
séges; ez viszont nem més, mint a kijelentés lehetbségét és negdcio’ja lehetbségét
és-sel osszekapesol6 kijelentés. Tehat a lehetséges tulajdonsidgra a tobbi harom
visszavezethet§; de a lehetséges helyett valaszthattuk volna a lehetetlent vagy a
szitkségszerilt is.

Ilymédon annyi modalis logika lehetséges, ahany kiilsnboz8 tulajdonség-
négyest tudunk értelmezni kijelentésekre, ill. predikdtumokra. Szerkezetileg
e modalis logikdk kozott persze vannak azonosak, de akadnak szerkezetiikben
is némileg kiilonb6zGek. Az eddigi vizsgalatok féleg harom modalis logikara
irdnyultak: az alethikus, az episztémikus és a dedntikus logikdra. Az els6 kettd
mind dé dicto, mind de re tipust lehet; a deéntikus logika csak a de re tipusban
értelmes. Az aldbbiakban ezeket részletesebben ismertetjiik.

A modalitdsokkal méar Arisziotelész is foglalkozott. Matematikai logikai
vizsgalatukat C.I. LEWIS (1918) kezdte el. A matematikai logika a modalita-
sokat ugyanolyan szempontbdl és ugyanolyan eszkozokkel-médszerekkel vizs-
galja, mint a logika més tertileteit: formalis rendszereket allit fel, amelyek egy
lehetséges szemantikus interpretaciéja egyik vagy masik (esetleg t6bb) modalis
logika; e formdlis rendszerek kifejezik a modalitdsok szerkezeti torvenyeit
vagyis azokat az Osszefiiggéseket, amelyek kutatisa — a sz6 egy sziikebb ér-
telmében — a logika tulajdonképpeni feladata.
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Megemlitjiikk, hogy maga az oszldlykalkulus is tekinthetd modéalis logi-
kdnak; ezt exiszlencidlis moddlis kalkulusnak szokés nevezni. Ez a felfogis
kifejezetten hasznos az Gn. kevert modalitdsok elméletében. Cikkiinkben réviden
ismertetni fogjuk ezt az elméletet is.

Miel6tt a modalis logikdk tényleges targyaldséra ratérnénk, roviden
osszefoglaljuk mindazt, amit targyaldsunkban a kijelentéskallulus és az osztdly-
algebra elemeibdl folhasznalunk. Mivel a matematikai logikdnak nincs altalé-
nosan elfogadott terminolégidja és szimbolikdja, ez az osszefoglalds mar csak
azért is hasznos lesz, mert lehet6vé teszi a tanulminyunkban hasznilandé
jelek és elnevezések egyértelmii rogzitését.

A kijelentéskalkulus elemei

Tetsz6leges kijelentéseket p, q, r, . . . betlikkel fogunk jelolni. Foltételez-
ziik, hogy minden kijelentés vagy t¢gaz, vagy hamis, e két lehetSség kizarja

egymast, és harmadik lehet8ség nincs. Az igaz és a hamis a kijelentések tulaj-

donsdga. E tulajdonsdgokat logikas értékeknek mondjuk.

Egy p kijelentés negdcidjdt p-vel jeloljik; ez akkor és csak akkor igaz,
ha p hamis.

A p és ¢ kijelentés konjunkcidjdt ('p és q’) pAg-val jeloljiik; ez akkor és
csak akkor igaz, ha p is, ¢ is igaz; p és ¢ a konjunkecid tagjas.

A p és q kijelentés diszjunkcidjdt ('p vagy q’) pVg-val jeloljik; ezt akkor

és csak akkor tekintjiik hamisnak, ha pis, ¢is hamis; p és ¢ a diszjunkecié

tagjar.

A pésaq kljelentesb 61 képezett zmphkacwt (ha p, akkor ¢’) gy tekintjiik,
mint ami akkor és csak akkor hamis, ha p igaz és ¢ hamis; ezt p — g¢-val jeloljiik;
p-t az lmphkamo el6tagjanak, g-t az utotagjanak mond]uk

Végiil a p és ¢ kijelentések elcmvalencmjdt ("p akkor és csak akkor, ha q’)
ugy tekintjilk, mint ami akkor és csak akkor igaz, ha p és ¢ logikai értéke
azonos (azaz ha p is, ¢ is igaz, vagy ha p is, ¢ is hamis); ezt p < ¢-val jeloljik,
P és q az ekvivalencia tagjas.

A negicidt, kon]unkelot diszjunkeiét, implikdciét és ekvivalencidt a
kijelentéskalkulus miiveleteinek mondjuk; ezek logikai értékét a benniik szerepld
komponensek (p, ill. p és q) logikai értékei egyértelmlien meghatirozzik. Kimu-
tathaté, hogy a kijelentéskalkulus minden mdvelete (vagyis kijelentésekbdl
képezett minden olyan Osszetétel, melynek logikai értéke a komponensek
logikai értékébdl egyértelmilien meghatérozhaté) a felsorolt 6t miivelettel (s6t
még kevesebbel is) kifejezhets. A 71, A, V, —, < jeleket a kijelentéskalkulus
operdtorainak nevezzik; a operator monadilkus (egy kijelentésre alkalmazhato)
a tobbiek diadikusak (ket kijelentésre alkalmazhatok)

A k1]elenteskalkulus formuldin értjik:

A\ ]

(a) a tetszéleges kijelentéseket reprezentalé p,q, r, ... betliket; ezeket

Eijelentés-atomoknak is fogjuk nevezni,

(b) azokat a jelsorozatokat, amelyek a fenti 6t operatornak a p,q,r, ...
betiikre val6 szabalyos alkalmazisaval keletkeznek (pl. 1 p, T¢,p Ag, g V 7,
p — 1, g — s stb),

(c) azokat a jelsorozatokat, amelyek gy keletkeznek, hogy mar meglevé,
zdréjelek kozé tett formuldkra ismét alkalmazzuk az 6t operdtor valamelyikét

LT (AN (PN N(qg—1), (p71)— (79— p)stb.).
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Zdrdjel elkagyasi konvencié: Ha egy formula egyetlen betiibdl 4ll vagy
egy formula negamo]a akkor ujabb operitor alkalmazisakor nem sziikséges
zéréjelbe tenni. Tehat pl. 1 (71 p) helyett 71 Ip-t, (p) V (@— r) helyett
PV (g—7)4(1(p A q)) — (pVr) helyett 1 (p Ag)— (pV rjt frunk.

A formuldk segitségével a kijelentések szerkezetét tudjuk szabatosan kife-
jezni. Tetsz6leges formuldkat «, B, 7,. . . betiikkel fogunk jelolni.

Egy formula egy értékelésén azt ert]uk hogy minden benne szerepld
kijelentésatom (a p, ¢, r,... betlik) helyébe tetszlleges, de rogzitett logikai
értéket helyettesitiink (egy ‘bettit minden elforduldsaban ugyanazon logikai
értékkel helyettesitve!). Pl.a((p —r) A (11 ¢ V r)) —> 71 ¢ formula egy érté-
kelése: helyettesitsiik p, q, 7-t rendre a ,hamis’, ,hamis’, ,igaz’ logikai értékkel.
’Igaz’ és "hamis’ helyett roviden ¢-t és A-t irva, ezt kapjuk:

(5) ((h—i) AN (TAV<E)— Tk
Az ot miivelet értelmezésében leirt szabalyokat alkalmazva:

h—1i=r¢, b =1, tehat TAVIi=2Vi=1,

igy (5)-b6l ez lesz:
(i Ai) —1,

dei A7 =14ést— ¢ =i A most kovetett eljardst kiszdmitdsnak mondhatjuk,.
eredményét pedig igy fogalmazhatjuk meg: Formulank az adott értékelésre
az igaz logikai értéket veszi f6l. (Ennek interpretdcidja kézenfekvs: ha p'ésq
hamis, r pedig igaz kijelentés, akkor egy olyan osszetett kijelentés, amelynek
szerkezetét formulank irja le, igaz.)

Ha egy formula minden lehetséges értékelésre az igaz értéket veszi fol,
akkor lautoldgidnak (vagy azonosan igaznak), ha pedig minden értékelésre a
hamis értéket veszi fol, akkor kontradikcionak (vagy azonosan hamisnak) mond-
juk. Nyivénval6, hogy ha egy formula tautologla akkor negéciGja kontradik-
ci6 és viszont.

Két formula egyiittes értékelésén azt értjiik, hogy a benniik szereplo
© Osszes betiit figyelembevéve, e betlik mindegyikét egy-egy rogzitett logikai
értékkel helyettesitjiik a két formula mindegyikében valé minden eléfordulésa-
ban (tehét fiiggetleniil attol, hogy a sz6éban forgé betli a két formula koziil
csak az egyikben vagy mindkettében szerepel.) Ha két formula minden lehet-
séges egyiittes értékelésre azonos logikai értéket vesz fol, akkor a két formulat
(a kl]elenteskalkulus értelmében) egyenértékiinek mondjuk. Azonnal lathaté,
hogy « és f akkor és csak akkor egyenértékii formuldk, ha az « «~ f formula
tautologia.

Ha « és § olyan formuldk, hogy egyiittes értékeléstik minden olyan eseté-
ben, amelyben « értéke igaz, értéke is igag (beleértve azt az esetet is, amikor
o kontradikecié, tehit semmilyen értékelésre nem veszi fol az igaz értéket),
akkor azt mondjuk, hogy a fB formula kévetkezménye (a kijelentéskalkulus
értelmében) az o formuldnak. Kézvetleniil beladthat6, hogy f akkor és csak
akkor kivetkezménye a-nak, ha az « — 8 formula tautoldgia ; tovabbé hogy o és
akkor és csak akkor egyenériékiiek, ha kolcsondsen kivetkezményer egymés-
nak. — Tobbpremisszds kovetkeztetést egyszerlien gy definidlhatunk, hogy a
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premisszdk konjunkei6éjat tekintjitk egyetlen premisszdnak. (Lésd az aldbbi
megjegyzést a tobbtagi konjunkeidrdl.)

Mint konnyen lathaté, a konjunkeié is, a diszjunkci6 is kommutativ és
asszociativ tulajdonsigi. Ez lehet6vé teszi a

PiADPL A A Dy

n-tagi konjunkcio értelmezését (még n = 1 esetére is) azzal, hogy ez akkor és
csak akkor igaz, ha nincs hamis tagja, és a’

pLVDP, V...V,

n-tagi diszjunkcid értelmezését (még n = 1 esetére is) azzal, hogy ez akkor és
csak akkor hamis, ha nincs igaz tagja. n > 2 esetén ezek tetszbleges zardjele-
zéssel visszavezethetSk a kozonséges kéttagli konjunkeidra, ill. diszjunkeiéra;
ezért bevezetésiiket tjabb zaréjel-elhagydsi konvenciénak is tekinthetjiik.

A py, ..., p, betik folotti elemi konjunkcidonak (n > 1) mondunk egy
olyan n-tagi konjunkciét, melynek ¢-edik tagja (¢ =1, 2, ..., ») vagy p,

vagy p;. Két ilyen konjunkciét kilénbozének tekintiink, ha legaldbb egy
i-re az egyikben p;, a mdsikban T1p, szerepel (ez természetes értelmezés.)

Pl a p és q valtozok folotti osszes lehetséges elemi konjunkeidk: p A ¢,
pAg TpAg TpATlg. A p,, p, p; valtozék f6lotti néhédny elemi kon-
junkeié: py A py A Py, 2y A 1y A 23, Iy A 10y A pg, Tpy A T Dy A Ty, sth.

Egy formuldt perfekt (vagy kitintetett) diszjunktiv normdiformdnak
mondunk a p,,". . ., p, betiik f6l6tt (n > 1), ha ,

o Vo, Voo Voay (k>1)

alakd k-tagi diszjunkcid, s a diszjunkciés tagok mind £#lonbéz6 elemi konjunk-
ciék a p;, p,, . . ., p, betlik f6lott.

Az egyetlen p valtozé folott pl. a kovetkez8 perfekt diszjunktiv normaél-
formék lehetségesek: p; Tp; » V T1p (az utébbi tautoligia). Egy példa p és ¢
folotti perfekt diszjunktiv normalforméra: (p Aq) V (p Ag) V (p A Ig).
Végiil egy példa a p,, p,, p,;, p, folotti perfekt diszjunktiv normélforméra:

(s AN P Aps Apg) V (TTpy Apa A Tpg A Tlpy) V
(Py A P Apg A T ) V (py APy A ps N TTpy).

Bebizonyithatd, hogy ha a p,, . .., p, betlik kozstt szerepel egy a for-
muldban el6fordulé minden betdi, és « nem kontradikcid, akkor p,, ..., p,

folott egy és csak egy, a-val egyenértékii a* perfekt diszjunktiv normélforma
létezik. E tételt, kissé szemléletesebben, igy is kifejezhetjiik: ha « a kijelentés-

kalkulus egy olyan formuléja, amely nem kontradikcid, és a p,, . . ., p, betiik
kozott minden a-beli betfi szerepel, akkor « egyértelmlien hozhaté perfekt
diszjunktiv normélforméara a p,, . . ., p, betlk f6lott.

A kontradikcié-formuldkra vonatkozé kivételt tigy sziintethetjiik meg,
hogyv a kontradikciék perfekt diszjunktiv normélformajanak (barmilyen betiik
folott) a £ (hamis) logikai értéket tekintjiik. ‘
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"(Az elemi konjunkei6 és a perfekt dlsz]unktlv normélforma fogalméhoz
hasonléan definidlhatndnk az elemi diszjunkei6 és a perfekt konjunktiv nor-
malforma fogalméat. Definicidikat az el6bbiekébdl gy kaphatjuk, ha benniik
a ’konjunkecié’, *diszjunkeid’, ’kontradikc‘ié’, ,hamis’ szavakat rendre a ,disz-
junkcid’, konjunkcié’ ‘tautolégia’, ’‘igaz’ szavakkal cseréljiik fol.)

Példaként néhdny formula perfekt diszjunktiv normalforméja a p, ¢, be-
tik folott:

p: (p ANV (p AN g),
q: : (p Ng)V (pAq),
lg: ‘ : (p A g)V (Tp A "lq}
T (p—q): p A g,

T(MpV gV (pANg)): h (kontradikeid).

Ezek helyességét az olvasé pl. értékeléssel ellenGrizheti.

Az osztdlyalgebra elemer ‘

Legyen U bizonyos dolgok (nem iires) Osszessége, nevezziik ezt, szokas
szerint, univerzumnak. Legyenek P, ), R, . .. univerzumunk elemein értelme-
zett tulajdonsdgok (predikatumok.) Csak olyan tulajdonsidgokra szoritkozzunk,
amelyekrdl univerzumunk barmely elemére eldonthets, hogy rendelkezik-e
veliik. Tgy minden tulajdonsigot egyértelmtien jellemez U-nak egy részhal-
maza: egy. osztaly, amelyhez U-nak pontosan azok az elemei tartoznak, amelyek
a széban forgé tulajdonsiggal rendelkeznek. Megforditva, U barmely részhal-
maza mint osztily reprezentél egy tulajdonsagot, ti. a széban forgé osztalyhoz
tartozds tulajdonsagat. Ezért ebben a targyaldsban az osztdly és a tulajdonsdg
(predikatum) szavakat mintegy szinonimaknak tekintjiik; a kifejtends elmé-
letet akar osztdlyalgebranak, akir a tulajdonsagok algebrdjanak nevezhetjiik.
Ebben a targyaldsban a tulajdonsdg elnevezést fogjuk hasznilni, mert a mo-
dalis fogalmakhoz ez hozzaill6bb. Egy P tulajdonsag terjedelmén — szokésosan
— a P-tulajdonsigi dolgok osztalyat értjiik.

Az egész U univerzumot reprezentdlé tulajdonsdgot wniverzdlis tulaj-
donsdgnak mondjuk, és ugyancsak U-val jeloljiik. Ezen egyszerl’ien az univer-
zumhoz tartozast értjik. Bevezetjiik az dres tulajdonsdgot is, ezen egyszerlien
az univerzumhoz nem-tartozast értjiik, s —val jelsljiik. Ez olyan tula]donséug,
amellyel univerzumunk egyetlen eleme sem rendelkezik.

A tulajdonsigok kozott egy monadikus és két diadikus miiveletet defi-
nidlunk. Egy P tulajdonsig komplementumdn értjiik azt a tulajdonsigot,
mellyel univerzumunknak pontosan azok az elemei rendelkeznek, amelyek nem
rendelkeznek a P tulajdonsdggal; P komplementumat LP-vel jelsljiik. (Ha pl.
P a ’piros’ tulajdonsag, akkor LP a ’‘nem-piros’ tulajdonség.) Vildgos, hogy
LU =0 és LY = U. (Szemléltetése az 1. dbrin.)

A P és a @ tulajdonsdg metszetén azt a tulajdonsidgot értjiik, amellyel
univerzumunknak azok és csak azok az elemei rendelkeznek, amelyek a P tu-
lajdonsaggal is és a @ tulajdonsdggal is rendelkeznek; ezt P N Q-val jelsljiik.
(Ha pl. P a ’pazarlé’, @ a ’biirokrata’ tulajdonsig, akkor P N Q a ’pazarld
biirokrata’ tulajdonsig.) Vilagos, hogy barmely P-re P  (LP) az ires tulaj-
donséig.

Két tulajdonsag, P és Q unidjdn azt a tulajdonsigot értjiik, amellyel
univerzumunknak azok és csak azok az elemei rendelkeznek, amelyek a P és Q
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tulajdonsigok legalabb egyikével rendelkeznek; ezt P U @-val jelsljiik. (Ha
pl. P a ’pocakos’ és @ a ’tarfejli’ tulajdonsag, akkor P |J @ a ’pocakos vagy
tarfejli’ tulajdonsdg, ennek terjedelmébe tartoznak a pocakosok, tekintet
nélkiil arra, hogy tarfejliek-e vagy sem, tovabba a tarfejliek, tekintet nélkiil
arra, hogy pocakosok-e vagy sem.) Vildgos, hogy barmely P-re P U (L P) az
univerzdlis tulajdonsig. —— A metszet és az uni6 szemléltetését lasd a 2. dbran.

- U

PnQ

@ p{j
~——_—————

1. dbra

LP

Az osztalyalgebra egy kifejezésén értjiik:

(a) a tetszéleges tulajdonsigokat jelentd P, @, B, . . . betiiket; .

(b) az iires és az univerzalis tulajdonsdgot szimbolizalé g és U jeleket;

(¢) mar meglevé kifejezésekb6l a harom mivelet (|, N, U) alkalmaza-
saval keletkez§ jelsorozatokat.

Tetsz8leges kifejezéseket gorog nagy betilikkel ((I, 4, @ stb.) fogunk
jelolni. Az osztéalyalgebra két kifejezését egyenériékiinek mondjuk, ha a benniik
szerepld betliket barmilyen univerzumon barmilyen tulajdonsigként értelmez-
ve, a két kifejezés mindig azonos terjedelmt tulajdonsdgot reprezental. Tgy pl.
P U@és Q@ U P egyenértékiiek, P N(LP) és O szintén. Azt, hogy I és A
egyenértékii kifejezések, a I' = A szimbolummal fejezziik ki.

Hérom miveletiink definicidja erdsen emlékeztet a kijelentéskalkulus
1, A, V miiveleteinek értelmezésére. Valéban, a két kalkulus kozott messze-
mend analégia all fonn. Ez az, analégia teszi lehetdvé az osztilyalgebra két
egyenértékii kifejezésének mechanikus vizsgalattal valé folismerését: Gondol-
junk a két kifejezésben szerepls P, @, R, . . . betlik helyébe p, ¢, r, . . . betiliket,
al, U, N jelek helyére rendre 71, V, A operatorokat Ezzel az OSZtélyalgebrai
kifejezések helyébe kijelentéskalkulusbeli formulakat képzeltiink. A két ki-
fejezés akkor és csak akkor egyenértékii, ha az ilymédon helyiikbe gondolt
formuldk azok; ez viszont értékeléssel eldonthets. A jelek gondolatban valo
kicserélésére persze nincs is szukseg, egyszerfien azt mondhatjuk, hogy az
osztdlykalkulus kifejezéseit éppugy értékelhetjilk, mint a kijelentéskalkulus
formulait. (A most mondottak bizonyitasat itt mellzziik.)

Ha az osztilyalgebra egy kifejezése minden értékelésre ,igaz’-nak adédik,
az azt jelenti, hogy a széban forgd kifejezés egyenértékli az univerzalis tulaj-
donsdggal. A csupa "hamis’ eredményfi értékelés viszont az ires tulajdonsiggal
valé egyenértékiiséget ]elzl

Az implikaciénak és az ekvivalencidnak megfelel§ m{iveleteket is lehetne
az osztalyalgebraban definidlni. Ezek koziil csak az implikdciénak megfelel6
miivelet érdekes. A kijelentéskalkulusban p — ¢ egyenértékl "1p V g-val.
Ennek analégidjara a L P |J @ kifejezés roviditésére bevezetjikk a P DO @
szimbdélumot. Ennek 6ndllé elnevezést nem adunk. JelentGségét a kiovetkezd
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osszefiiggés vildgitja meg: Tegyiik f6l, hogy P D @ = U. Ez, definici6 szerint,
azt jelenti, hogy LP U@ =U. Umverzumunk tehat ez esetben LP és @ uni-
6ja; azaz U minden eleme vagy LP-tulajdonsigd, vagy ha nem — azaz ha
P-tulajdonsdgi, —, akkor Q-tulajdonsdgi. Azaz univerzumunk minden P-tulaj-
donsagi eleme Q-tulajdonségﬁ is: a P-tulajdonsdg része a Q-tulajdonsdgnak.
A P DO Q= U osszefiiggés tehat azt fejezi ki, hogy P része @-nak; és ez az
- egyetlen jelent8sége az implikdciénak megfelel§ D szimb6lum osztdlyalgebrai
bevezetésének. Egyébként a *P része @-nak’ osszefiiggés a kijelentéskalkulus-
- beli "p-nek kovetkezménye ¢’ 6sszefliggés osztilyalgebrai megfelelGje.

Az osztélyalgebra és a kijelentéskalkulus kozti analdgia folytan nem kell
részletezniink, hogy az osztalyalgebra kifejezéseire ugyanolyan zéaréjel-elha-
gyési konvencidkat vezetiink be, mint a kijelentéskalkulus formuldira, tovibba
hogy a kifejezések perfekt diszjunktiv normalforméjit a formuldkéval analég
moédon értelmezziik (J-valegyenértékii kifejezések perfekt diszjunktiv normdl-
forméjanak A helyett magat O-t értelmezziik).

Az alethikus de dicto modalitds

Az alethikus modalitds elnevezése a gordg ‘alétheia’ sz6b6l szarmazik
(9 dAjdeia : az igazsig). E modalitas de dicto tipusa olyan kijelentésekkel fog-
lalkozik, amelyek arrél szélnak, hogy egy kijelentés szitkségszertien igaz, lehet-
séges, hogy igaz, véletlenill igaz, ill. lehetetlen, hogy igaz. Roviden: a négy alethi-
kus modalitds a sziikségszerii, a lehetséges, a véletlen és a lehetetlen.

Jeloljuk Np-vel azt, hogy a p kijelentés sziikségszeriien igaz, Mp-vel
pedig azt, hogy p igazsiga lehetséges.! N és M alethikus modéalis operatorok. A
masik két modalitast ezekkel és a kijelentéskalkulus operatoraival kifejez-
hetjiik. Azt, hogy p igazsiga lehetetlen, nyilvan "IMp (’nem lehetséges p’)
alakban 1rhat]uk Végiil azt, hogy p igazsiga véletlen, gy ertelmezhet]uk hogy
P lgaz is, hamis is lehet, vagy ami ugyanaz: lehetseges p igazsiga is és TIp
igazsaga is. Ha ezt az értelmezést elfogadjuk, akkor azt, hogy p véletlen, a
Mp A M1p szimbdlummal fejezhetjiik ki.

Megjegyzés: Szokds azt, amit itt mint véletlent értelmeztiink, nyiltnak is
mondani. Ekkor azt, hogy p véletlen, igy értelmezik: p igaz, de nem sziikség-
szerlien; ezt p A —INp (’p és nem sziikségszer(i p’) alakban szimbolizaljak. A to-
vébbiakban a véletlen eredetileg adott értelmezését hasznaljuk.

Az N operdtort is kikiiszobolhetjitk M reg'tségével (vagy forditva), ha
azt, hogy egy p kijelentés szitkségszeriien igaz, Ggy értelmezziik, hogy negdcidja
lehetetlen; ezzel Np helyett TM 1p irhaté (vagy Mp helyett irhatunk TN 1p-t).
fgy a lehetséges modalitas segitségével valamennyi alethikus modalités kifejez-
hetének bizonyult.

Ha a kijelentéskalkulus jelrendszeréhez hozzivessziik még a monadikus
M operatort, akkor olyan formdlis nyelvhez jutunk, amelynek segitségével az
alethikus de dicto modéalis elmélet kijelentéseinek szerkezetét vizsgaljuk. E nyelv
formaélis leirasit a kovetkez6képpen adhatjuk meg:

Az alethikus de dicto mod4lis kalkulus (aldbb defini4dlandd) formuldit

roviden M-formuldknak fogjuk nevezni. El8bb az M-primformula fogalmét
értelmezziik:

! Ezek a betiik a német ,notwendig’ (sziikséges) és ;moglich’ (lehetséges) szavak
kezd6betlii. A szakirodalom més jelsléseket is alkalmasz.
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Ha « a kijelentéskalkulus egy formuldja, akkor az M(x) jelsorozatot
M-primformuldnak mondjuk. -t az M(ee) primformula magjdnak fogjuk nevezni.

PéldaM-primformuléra: M(p A ¢), M(g —7),M ((p Vg) — (1p <r)).
A magok rendre: p Ag, g —7r, (pV g) — (TIp « 7).

Zidrdjel elhagydst konvencié; Ha « egyetlen betii vagy egy formula negé-
ciéja, akkor M(x) képzésekor a zirdjel elhagyhaté. Tehat pl. M(p) helyett
Mp-t, M(1q) helyett M g-t, M("1 (p —1r)) helyett M71(p —r)-et irunk.

M-formuldknak tekintjik:

(a) akijelentéskalkulus formuléit,

(b). az M-primformulékat,

(¢) mindazokat a jelsorozatokat, amelyek a kijelentéskalkulus formu-
14ib6l és M-primformuldkbél a 71, A, V, —, < operdtorok szabélyos alkal-
mazasidval keletkeznek, vagyis ugyantgy épiilnek fol a kijelentéskalkulus
formulaibél és M-primformuldkbdl, mint a kijelentéskalkulus formulédi kije-
lentésatomokbdl.

Zardjel elhagydst konvencid (a kijelentéskalkulus konvencidin kiviil):
Egy M-primformulat, ha valamilyen tovabbi operdtort alkalmazunk ré, nem
szitkséges ziréjelbe tenni. Tehat pl. (Mp) A (M Tlg) helyett Mp A Mg-t,
1 (M 71p) helyett TM T1p-t, (Mg) — (M 71r) helyett Mg — M Tr-et irunk.

Tovabbi példdk M-formuldkra: M((q V T17) — 1p) — TM(p - Tlg);
(pA(qgV ) —>Mg—"r); (Tp AMlg) V (TM 17 — (7 < "Ip)), stb.

Ebben a keretben még nem szerepelnek tn. iterdlt modalitdsok: M-prim-
formuldra vagy 4ltaldban olyan M-formuldra, amelyben M-operétor is el&for-
dul, M-operator nem alkalmazhaté ismételten. fgy MMp (‘lehetséges, hogy
lehetséges p’) vagy M(p A 1M T1p) (lehetséges, hogy p és hogy p sziikség-
szerii’) nem M-formula. )

Kényelmi okokbdl az N operdtort is megtarthatjuk, természetesen azzal,
hogy N a TM T« roviditése (itt « a kijelentéskalkulus tetszdleges formulaja).

Példaként fejezziik ki a (2) alatti kovetkeztetésben szerepld kijelentések
szerkezetét. Kissé atstilizdlva és kotOszavak helyett logikai operatorokat
frva, ezt kapjuk: ' :

(7 1étezik perpetuum mobile) — (a robbanémotor hatésfoka < 1).-

1M (létezik perpetuum mobile). ' :

M (a robbanémotor hatasfoka < 1).

A ’perpetuum mobile létezik’ kijelentést p-vel, az ’a robbanémotor hatésfoka
<1’ kijelentést ¢g-val szimbdlizdlva, az egész kivetkeztetés szerkezete ez:

Ap —¢q; ™p

(6) Mg

(A vonal f6lé a premisszakat, a vonal al4 a konkluziét irtuk, hagyoményosan.)
Arra a kérdésre, hogy ez a kovetkeztetés helyes-e, a kijelentéskalkulus értelmében
a vilasz tagadé. A kijelentéskalkulusban ugyanis Mp-t és Mg-t felbonthatatlan
egységnek kell tekinteniink, igy nyilvdnvald, hogy Mg hamis lehet akkor is, ha e
premisszdk mind igazak, hiszen Mg logikai értéke fiiggetlen p, ¢ és Mp barmelyi-
kének logikai értékétsl. Hogy az,,M-kalkulus™ értelmében mi a vélasz a kérdés-
re, ahhoz el8szor értelmezni kellene a kovetkezmény fogalmat ebben a kalku-
lusban.
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A probléma megolddsinak egyik, eléggé természetes tutja: az igaz és
hamis tulajdonsagok kiterjeS7tese M-kijelentésekre. Ezt természetesen ugy
kell végezniink, hogy a jézan ésszel, a modalis operatorok nyelvi értelmezésével
a lehet6ségekhez képest tsszhangban maradjunk. Ervenyben hagyjuk a kije-
lentéskalkulusra vonatkozé értékelési szabalyokat is.

Ez a kiterjesztés néhiny posztuldtum kimondasaval oldhaté meg. Ezek
a kovetkezGk:

(M1) Az M-disztribucié elve. M(x V B) logikai értéke ugyanaz, mint
Mz V Mp logikai értéke: M(x V B) — (Mx V Mp) tautolégia.

(M2) Az M-extenzionalitds elve. Egyenértékiick lehetdsége is egyenértéki,
azaz: ha o — f tautolégia, akkor Mx — Mg is az.

(M3) A4 tautologia szitkségszeriiségének elve. Ha a tautoldgia, akkor N« igaz.

(M4) Az *igaz’ posszibilitdsdnak elve. Ami igaz, az lehetséges is, azaz: ha
o igaz, akkor Mo is igaz.

Ezek koziil talan csak (M3)-hoz kell néhdny sz6t hozzaflizniink. Gon-
doljuk el, hogy egy kijelentést a kijelentéskalkulus keretében formalizalunk,
s eredményiil olyan o formuldt kapunk, amely tautolégia. Ez azt jelenti, hogy
eredeti k1]elentesunk pusztdn logikas szerkezete kovetkeztében igaz, fiiggetleniil
a benne szerepld kijelentésatomok tartalmétol és igazsagatol. Ugy is mondhat-
juk, hogy kijelentésiink logikai sziikségszerfiséggel igaz. gy kézenfekvd igaz-
nak tekinteni azt a kijelentést, amely szerint az o formalizdlta kijelentésiink
sziikségszerlien igaz, vagyis az Na formalizalta kijelentést.

Ez természetesen nem zarja ki azt, hogy egyéb kijelentéseket ne tekint-
siink sziitkségszertien igazaknak. Hiszen gyakran igaznak tekintiink egy olyan
kijelentést is, amelynek szerkezetét leiré formula nem tautoldgia, csakhogy az
ilyen kljelentes igazsdga mar extralogikai foltevés. Ugyanigy, extralogikai
foltevésként, sziikségszerfien igaznak tekinthetiink olyan kijelentéseket is,
amelyek szerkezete nem tautolégia. S6t extralogikai foltevésekkel még igaz és
sziikségszertien igaz kijelentéseket is megkiilonboztethetiink, és latjuk majd,
hogy elméletiink keretében hasznosak is lehetnek ilyen megkiilonboztetések.

A t6bbi harom elvhez, ugy hissziik, nem sziikséges reflexidkat fiizniink;
elfogadéasuk eléggé evidens.

Megjegyezziik, hogy (M3 )-at atfogalmazhatjuk igy: Ha « Icontmd@kczo,
akkor Mx hamis. Ugyanis: ha o kontradikei6, akkor 7o tautolégia, igy (M3)
szerint N« igaz. De Nla nem més, mint 1Mz, s mivel ez igaz, Mx valéban
hamis.” (M3 )-at tobbnylre ebben az atfogalmazott alakjaban fogjuk folhasz-
nalni.

Négy elviink segitségével mar barmely M-formulat értékelhetiink, ha
elbz8leg egy el6készits eljarasnak vetjiik ald. Ez az el6készit§ eljards a kovetkezo

Elészor is eltivolitjuk a formuldbdl az esetleges N-operdtorokat azzal,
hogy N« helyére mindenhol TM Te-t irunk.

Ezutin osszeszamoljuk az M« alakd primformuldkban szerepls Osszes
kiilonboz6 kijelentésatomokat, és ezeket valamilyen sorrendbe rakjuk; legyen
ez a sorrend mondjuk p,, p,, . . .,

Most valamennyi Mx alaku prlmformulaban az o ,,mag”’ helyére «-nak
a Py, - .., p, betik f6lotti perfekt diszjunktiv normalforméjat, o«*-ot tessziik.
Mivel x és a* egyenértékiiek, azért (M2) szerint Mx és Mx* is egyenértékiiek,
Mux pétlasa Ma*-gal tehdt jogos.

Ha valamelyik o* tobbtagt diszjunkcid, mondjuk 8, V By V ...V Bi
alaku, akkor (M1) szerint Ma*, azaz M(8, v ... v f;) logikai értéke ugyanaz,
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mint Mg, V ...V Mp, logikai értéke. Jogosan pétolhatjuk tehat elGbbit az
utébbival.
Ha viszont valamelyik «* kontradikcic, akkor (M3 ) szerint Mo* hamis.

Ebben az esetben Mx* helyébe -t tesziink. . ‘
Hlusztraljuk az el6készits eljarast egy példan:
(7) [(p—~q) AN(TIp V TIg V(pA ¢))1—~ (Ng — TMp).

Elgszor kikiiszoboljiik az el6fordulé N-operdtorokat:

[(p—>qg) AN TMT(TIpV gV (pAg))]— (TMTg— TMp).
A primformuldkban eléfordulé betlik p és g. Hairom primformula van. Ezek
,,magjainak’” perfekt diszjunktiv normalforméit kell el64llitanunk. (Valameny-

nylt megtaldljuk a lielenteskalkulusrol 52016 rész végén.)

T(p V g V (p A q) kontradikei6, igy M 1(7Ip V g V (p Ag)) he-
lyére h-t irunk.

Tq perfekt diszjunktiv norméalforméja (p A Tg) V (TIp A Tg), tehat
Mg helyére M(p A T1g) V M(Tp A Tlg)-t frunk.

p perfekt diszjunktiv normélforméja (p Ag) V (p A Tg), tehat Mp
helyére M(p A ¢) V M(p A Tlg) keriil.

Ezeket a pétlasokat elvégezve, formulank igy alakul:

(8) [(p—q) AN TR]—[TM(p A Tg) VM(TIp A T1g)) = TM(p Agq)
V M(p A Tg))]

A preparalt formulidban el6fordulé M-primformulédk annyiban specidlisak’
hogy mind Mp alaktak, ahol § egy elemi konjunkcié bizonyos kijelentésatomok
(példankban p és ¢q) folott. Nevezziik az ilyen Mg formuldkat formuldnk M-
atomjainak. Azt mondhatjuk, hogy a preparalt formula M-atomokbdl és kijelen-
tés-atomokbdl és esetleg még a A logikai értékbdl ugyanugy épiil f6l, mint a
kijelentéskalkulus egy formuldja kijelentésatomokbdl. (Persze a hiromfajta
alapanyagb6l egy vagy kett6 hidnyozhat is.)

Az értékelést az eredeti formula helyett a prepardlt formuldn végez-
zilk, 1ényegében Ugy, mint a kijelentéskalkulusban. Eltérések:

(a) Az M-atomokat ugyanigy tekintjiik, mint a kijelentéskalkulusban
a kijelentésatomokat, tehat a kilonbizé M-atomokat tetsz8leges rogzitett lo-
gikai értékkel helyettesitjiik.

(b) A k1]elentesatomok koziil csak azokat értékeljiik, amelyek M—ato-
mokon kivil is el6fordulnak a formuldban.

(c) Ha a kijelentésatomok valamilyen értékelésekor egy f elemi konjunkcié
értéke 7 és Mp szerepel a formula atomjai kozott, akkor (M4) szerint Mp
értéke is i. Egy 1lyen értékelésben tehat az M atom értéke nem vélaszt-
hat6 szabadon: csak ¢gaz lehet. (Az (a) kikotés korldtozésa.)

(d) Ha az Gsszes M-atom magjaibél képezett diszjunkcié tautolégia,
akkor az M-atomok koziil legalabb egyet mindig ¢-re kell értékelniink. Ha
ugyanis o; V ... Va, tautolégia, akkor M(x, V ... Va,) értéke (M4) szerint
i. De M(a; V ... Vay) — az M-disztribucié elve szerint — egyenértékii Mo,
V ...V Mg,-val, ezért az utébbi értékének is i-nek kell lennie. A diszjunkcié6
pedig csak Ggy lehet igaz, ha legalabb egy igaz tagja van. Kovetkezésképp az
Mu,, . . ., Mx, atomok koziil minden értékelésben legalabb egyet i-re kell érté-
kelniink. (Az (a) kikotés masodik korldtozéasa.)

Az M-atomok magjai elemi konjunkeiék bizonyos py, . . ., p, betiik f6lott.
Egyszerli kombinatorikai megfontoldsokkal adédik, hogy a kiilonb6zd ilyen
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elemi konjunkcidk szdma 27. Ebbél kévetkezik, hogy egy n betlis perfekt
diszjunktiv normalformanak maximalisan 2" (kiilénboz8) diszjunkciés tagja
lehetséges. Az is kimutathaté, hogy egy ilyen perfekt diszjunktiv normélforma
akkor és csak akkor tautoldgia, ha diszjunkciés tagjainak szdma ezt a maxi-
mumot eléri. '

Ennek alapjan: Ha egy M-formuldban az M-primformuldk magjaiban
dsszesen n kiillonboz8 betil szerepel, akkor az M-atomok magjainak diszjunk-
ciéja akkor és csak akkor lehet tautolégia, ha a kiilonb6z6 M-atomok széma
2", Ha ennél kevesebb, akkor a (d) korlatozist figyelmen kiviil hagyhatjuk.
(Ha pl. a primformuldk magjaiban osszesen két kiilonbo6z8 betli fordul els,
akkor a (d) korlatozas csak abban az esetben -hatékony, ha a kiilonboz6 M-
atomok szdma eléri a 22-t, azaz a 4-et.)

Ha a preparécié soran észrevessziik, hogy valamelyik primformula magja
tautolégia, akkor ezt a primformulat a fentiek alapjan régton ¢-vel pdtolhatjuk.

Példaként tdrgyalt formulankban a p és g kijelentésatomok M-atomokon
kiviil is el6fordulnak, tehat értékelendSk. A formuldban szerepl§ négy M-atom
kozott hdrom kiilonboz8 van. A (d) korldtozds tehat elesik. Az értékelést tgy
végezziik, mint a kijelentéskalkulus egy otatomos formuldjaban, betarva per-
sze a (c) korlatozast. Vegyiik pl. a kovetkezd értékelést:

p | ¢ | M(pAg) | M(pATg) | M(TIp A lg)
R i | A \ 3 ; %

Mindenekel6tt meg kell vizsgalnunk, hogy ez az értékelés 6sszhangban van-e
a (c) korlatozassal. Az adott értékelés a T1p A ¢ elemi konjunkei6t igazzé teszi,
ez azonban egyik M-atomunkban sem szerepel; az M atomokban szerepld
elemi konjunkcidk egyike sem lesz igaz ezzel az értékeléssel. fgy az M-atomok
értékeit teljesen szabadon valaszthatjuk.

Helyettesitsiik be a kivilasztott értékeket a (8) formuldba. (A benne
szerepld A-t mint egyszer s mindenkorra konstans logikai értéket persze érintet-
leniil hagyjuk.) Ezt kapjuk: -

[((F—2)ANTR]—= (RN R)—T1(RV R)]

Ezt kiszdmitva, eredményiil i-t kapunk. Az adott értékelésre tehat formulank
logikai értéke — és igy az eredeti (7) formuldé is — igaz.

* Ugyanezen formula egy mdsik értékelésének elkészitéséhez valasszuk
p és q értékét egyarant i-nek. Ezzel p A ¢ értéke 4, igy a (c) korlatozés szerint
most M(p A ¢) értéke nem lehet A. A mésik két M-atom értékét szabadon
valaszthatjuk. Vegyiik pl. a kévetkezd értékelést:

2 | g | MlpAhg) | M(pATg) | M(TlpAg)
T | i ) | h [ h
Behelyettésitve (8)-ba, ezt kapjuk:
[(F—¢) AR]—>[VW(RVER)—>1(iV k)]

Kiszdmitva, eredményiil A-t kapunk. fgy maris 1atjuk, hogy a (7) formula
értéke, az adott értékelési szabalyok szerint, lehet igaz is, hamis is. Kézenfekvd,
hogy formulédnkat nem fogjuk az M-rendszer tautolégidjanak tekinteni.
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Utdbbi értékelésiink eredményét érdekesen interpretdlhatjuk, ha értel-
mezzitk két kijelentés osszeférhetéségének fogalmét: Két kijelentést Osszefér-
hetének mondunk, ha konjunkcidjuk lehetséges. Tehdt M(x A B) igazsiga azt
fejezi ki, hogy « és f Osszeférhet8ek.

Rzt folhasznalva, mondhatjuk; ha p és ¢ igaz, tovabbd Tlg tsszeférhetet-
len p allitdsdval is, tagadésaval ig, akkor (7) hamis.

Most méar definidlhatjuk, mit tekintiink az M-rendszerben logikai igaz-
shgnak, tautolégidnak.

Az M-rendszer egy « formulajat M-tautoldgidnak mondjuk, ha (az (a)- (d)
szabdlyok szerinti) minden megengedett értékelésre az igaz logikai értéket veszi
fol. Az M-kontradikcid definidldsét nyugodtan atengedhetjiik az olvasénak
(kiilonban sem lesz ra szitkségiink).

Az M-kovetkezmény egy kézenfekvs definiciéja: Ha « és f olyan M-for-
mulédk, hogy « — f M-tautoldgia, akkor és csak akkor mondjuk azt, hogy «-nak
M-kovetkezménye (. A tobbpremisszés kovetkezetetést a premisszak kon-
junkciéjival itt is visszavezetjilk az egypremisszds kovetkeztetésre.

Vildgos, hogy az M-tautolégidk kozott ott vannak a kijelentéskalkulus
tautol6gial is, tovabbéd hogy a kijelentéskalkulus minden helyes kovetkeztetése
egyben helyes M-kovetkeztetés is.

* Most mar médunkban van a (2) példa kovetkeztetésének helyességét
megvizsgélni. A kovetkeztetés szerkezetét mar (6) alatt elGallitottuk. A két
premisszat a konjunkciéjukkal pétoljuk:

(lp—>q9) ATMp
My

Az M-kovetkezmény definici6ja szerint azt kell megvizsgalni, hogy a

[(p—q) A TMp] —~ Mg
formula M-tautolégia-e. Kezdjiik a prepardlassal. N-operitor a formulaban
nem szerepel. Az M-primformuldkban el8fordulé kijelentésatomok p és ¢, a
magok ugyanezek. p perfekt diszjunktiv normélformija a p, ¢ betiik folott
(p Ng) V (p A TQ) q-é pedig (p Ag)V (Tp A q). (Lasd a kijelentéskalkulus-
rél sz6l6 rész végén.) A preparacié eredménye tehat:

9) [(Mp—@) ANTTM(pAg) VM(p A g))] - M(pAg)VM(pAg)l

Mint latjuk, értékelendk a p és ¢ atomok, tovabbé az M(p A ¢q), M(p A TIg),
M(1p A q) M-atomok. Mar az 6sszes lehetséges értékelések puszta felsoroldsa
is igen nagy munka lenne, nem is beszélve effektiv kiszdmitdsukroél. De ezt a
nagy munkat nem is kell elvegeznl Csak azt kell belatnunk, hogy egyetlen
értékelés eredménye sem lehet %, és ezt elegdnsan ellendrizhetjiik a kovetkezd
indirekt uton.

Tegyiik fol, hogy lenne olyan értékelés, amelyre (9) hamis lenne. Mivel
(9) implikaeid, ez csak ugy volna lehetseges ha elGtagja ¢, utétagja b értékit
lenne. De az utétag diszjunkcid, ezért csak tigy lehet hamis, ha mindkét tagja
hamis. Tehdt foltételezett értékelésiinkben az M(p A q) és az M(Tp-Agq)
atomok értéke A.

Implikdciénk el6tagja, mely feltevésiink szerint ¢ értékd, konjunkeid,
ezért mindkét tagja ¢. De mésodik tagja negicid, igy a negalt rész h. Ez utébbi
két M-atom diszjunkcidja, ezek mindegyikének hamisnak kell lennie. Egyi-

e

kiikrél, M(p A q)-rél, ezt mar az el§z8 bekezdésben is megallapitottuk. Most
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adédott, hogy még M(p A7l ¢q) értéke is h. Osszefoglalva: foltételezett értékelé-
siinkben mindharom szereplé M-atom értéke A.

Végiil vegyiik figyelembe, hogy az implikéciénk ¢ értékii el6tagjaban sze-
repld els6 konjunkeiés tagnak, 1p = g-nak is igaznak kell lennie. De p és ¢ csak
olyan értéket vehetnek fol, amelyek nem mondanak ellent annak, hogy mind-
harom M-atomunk értéke h. Ugy kell értékelniink, hogy sem p A ¢, sem p Alg,
sem p A ¢ ne legyen igaz. Erre csak egy méd van: p-t, is, g-t is hamishak kell
valasztani. De-akkor 1p — ¢-bdl 1A — h, azaz ¢ — h, azaz h lesz, ellentétben
azzal, hogy ¢-nek kellene lennie. Nem létezik tehat olyan értékelés, amelyre (9)
hamis. Igy (9) M-tautolégia, kovetkeztetésiink tehdt az M-rendszerben helyes.

Kovetkeztetésiink akkor is helyes marad, ha a konkluziéban Mg helyett
¢-t irunk, vagyis a lehetségest igazzal helyettesitjiik. A példa szovegébdl a jézan
ész szadmdara mindkét konkluzié trivialitds, s6t a jézan ész taldn még azt is
megkockaztatja, hogy Ng is kovetkezménye a premisszdknak. Nos, az M-rend-
szerben ez a kovetkeztetés mér nem szamit helyesnek, a konkluzié nem fokoz-
hat6 szitkségszer(ivé. Ezt formalisan igy ldthatjuk be. Gondoljunk kiovetkezte-
tésiink konkluzi6jaul Mg helyett Ng-t. Ezt 16pésrél 1épésre a kovetkezd, vele
egyenértéki formuldval pdétolhatjuk (Tlg perfekt diszjunktiv normdalformdjit
1a8d a kijelentéskalkulusrél sz616 rész végén):

Ng,

™ g, ;
IM((p A lg) V (Tip N Tg)),
1M(p A Tg) v M(Tip A T1g)].

A (9) formula gy médosul, hogy utdtagja helyébe ez az utoljara kapott for-
mula 1ép. Igy a (9) formula helyett most ezt a formul4t kell értékelni:

(10) [(Mp—>@) AT M(PAg)VMp®ATIg]—TMpATq)
VM(Ip A 1g¢)]

Ez azonban hamissa valik a kovetkez§ értékeléssel:

(11) p | ¢ | Mphg) | MpATg | M(pAg)
| i | h | I | i

Az oivasé kénnyen ellenérizheti, hogy ez az értékelés nem keriil 6sszeiitkozésbe
értékelési elirasainkkal, és hogy a (10) formula erre az értékelésre (mellesleg:
csak erre az egyre !) tényleg hamis lesz. fgy (10) nem M-tautoldgia; a sziikség-
szerivé erdsitett konkluzidval a (2) példabeli kovetkeztetés az M-rendszer
szerint nem helyes, a premisszakbdl nem kovetkezik, hogy a robbandémotor
hatésfoka szithségszeriien kisebb 1-nél. .

Azt lehet mondani erre, hogy akkor az M-rendszer nem jo, mert a jézan
ész(?) a konkluziét sziikségszertinek érzi. Am ez a benyomésunk azért van,
mert magit a T1p — ¢ formalizdlta kijelentést sziikségszerlinek érezziik. Ezt
azonban a premisszaban nem kotottitk ki. Eredményiink éppen ezért nem ad-
hatja ¢ sziikségszerien igaz voltat. Mivel foltevésiinkben nem kotottiik ki,
hogy 1p — ¢ szlikségszerfien igaz, csak azt, hogy igaz, a modalis kalkulus
automatikusan szdmontartja azt a lehetéséget is, amikor 1p — ¢ hamis, azaz
Tp is, Tg is igaz. Figyeljiilk meg, hogy a (11) tdbldzat utolsé oszlopdban éppen
ez: 1p és Tlg Osszeférhetsége van foltételezve. Ha ezt kizdrjuk, vagyis ebben

\

764



az oszlopban ¢ helyére A-t tesziink, akkor a (10) formula értéke mdr igaz lesz.
Ezzel tehat kikapcsolnidnk azt az egyetlen értékelési lehetSséget, amely (10)-et
hamissd teszi, igy (10) tautoldgia, kovetkeztetésiink pedig helyes lenne. De ez
a manGver pontosan azt jelenti, hogy T1p — ¢-t sziikségszerfien igaznak gondol-
juk. Mihelyst ezt formalisan folvessziik premisszdnak, formdlisan is megkapjuk
az Ng konkluziét. Az

N(1p—q), TMp

(12) N

kovetkeztetés helyes, ha az
. [N(Tp.—gq) A TMp] —~ Ng
formula tautoldgia. Az N operatort kikiiszébolve:
[TM(p —¢) A TMp] — TM7]g.’

Helyettesitsiik az M-primformuldk ,,magjait” p, ¢ £6l6tti perfekt diszjunktiv
normélforméikkal. p és g perfekt diszjunktiv normdiformai fontebb mér sze-
repeltek; 1(71p — ¢)-ét is megadtuk a kijelentéskalkulusrol sz6l6 rész végén.
Az M-operatort disztribudlva mindeniitt, ahol lehet, ezt kapjuk:

[M(Tp ATlg) ATTM(p A @) VM(pA 119))]1 —1[M(p Alg) V M(Tp A Tlg)].

Ebben a preparalt formuldban csak M-atomok szerepelnek, kijelentésatomok
nem. Az olvasé kénnyen meggyéz6dhet réla, hogy az el6tagot csak egyetlen
értékelés teszi igazzé, és ez az egyetlen értékelés az utétagot is igazzd teszi.
Formuldnk tehdt tautoldgia, ezért a (12) kovetkeztetés helyes.

Ha egy implikédcié sziikségszerfien igaz — mint legutébbi példank egyik
premisszéjaban —, akkor. szigord implikdcionak mondjuk. Ennek formalizalt
alakja (az M-rendszerben) tehat N(p — ¢ ). Hasonlban értelmezziik az N(p < ¢)
szigorih ekvivalencidt is. A szigort implikacié egyenértékii kifejezése: TM(p A lg)
(p és nem-q lehetetlen), a szigord ekvivalencidé: TM((p A Tg) V (T1p A ¢)).

Az M-rendszer néhiny nevezetes tautoldgiaja:

Np — Mp. (A necesse esse ad posse valet consequentia.)

N(p A q) < (Np A Ng). (Az N-operitor A-re disztributiv.)

(Np V Ng) - N(p V ¢q). (A forditott irdnyd implikdcié nem tautolégia !)

M(p A ¢g) — (Mp A Mg). (A forditott irdnyd implikdcié nem tautolégia !)

[Np A N(p —¢q)] - Ng. (Ha a szigoru implikicié el6tagja sziikségszerti,
akkor utétagja is szitkségszerti.)

Np — N(qg — p). (A sziikségszer(it barmi szigorian implikélja.)
TMp — N(p —¢q). (A lehetetlen barmit szigordan implikal.)
N(1p — p) - Np. (Amit a tagadésa is szigordan implikal,

az sziikségszerii. — Consequentia mirabilis.)
Np —p. (A necesse esse ad esse valet consequentia.)
p — Mp. (ADb esse ad posse valet consequentia.)
IMp — “Ip. (Ami lehetetlen, az hamis.)
Op-— M Tp. (A hamis posszibilisan is hamis.)

4 Magyar Filozéfiai Szemle



Magasabbrendi alethikus modalitdsok

Az M-formula értelmezése szerint az M (és az N) operator nem alkalmaz-
haté olyan formuldra, amelyben mér elgfordul az M (ill. az N) operator. Tehat
pl. MMp az M-rendszerben nem formula. Ha ezt a kikotést elejtjiik, és megen-
gedjik M (és N) alkalmazasit M-formuldkra is, akkor az M ,-rendszerhez jutunk.
A kontraszt kedvéért az eddigi M-rendszert nevezziik a tovibbiakban M,-rend-
szernek.

Mivel az N operatort roviditésnek tekintjiik, a tovabbiakban az értelme-
zésekben nem fogjuk kiilon megemhtem de hasznilatét tovibbra is megen-
gedettnek tekintjiik.

Legyen « az M;-rendszer olyan formuldja, amelyben az M dperator eld-
fordul. Akkor az Mx jelsorozatot az M,-rendszer egy primformuldjinak tekint-
jiik, « e primformula magja. igy M,-primformulék példédul: MMp, M( TMp A Ng),
M(p — Mg); a magok rendre Mp, TMp A Ng, p — 1Mg. Ugyanolyan
zaréjel-elhagydsi konvenciét alkalmazunk, mint az M,-primformuldk beveze-
tésekor.

Az M,-rendszer formuld: M;-formuldkbdl és M,- prlmformulakbol a kije-
lenteskalkulus opericidival epulnek fol, tehat ugyanugy képezhetsk beloluk_
mint az M;-formuldk a kijelentéskalkulus formulaibél és M,-primformuldkbél.
(Magat a kijelentéskalkulust nulladrendti alethikus de dicto modalitdsnak,
M,-rendszernek tekinthetjiik; ennek primformuldi és atomjai azonosak: a
P, ¢, 7, ... betlik.) A zérédjel-elhagydsi konvencié is analég az M,-formula értel-
mezésekor bevezetett konvenciéval.

Mint az M,-formula értelmezésébél kiolvashatd, ebben a rendszerben az
M operator egyszen iterdcidjo megengedett, tSbhszori azonban ném, tehat pl.
MMMp még M,-ben sem szdmit formuldnak.

Az ertekeles kiterjesztése M,-re analég az M;-beli kiterjesztéssel. A prepa-
raldst ugyanigy kezdjiik, .mint M -ben: klkuszobol]uk az esetleg el6fordulé N
operatorokat, osszeszedjiik az M -prszormulalcban eléfordul6 Gsszes kijelentés-
atomokat, majd az M;- prlmformuldk magjait ezek folott perfekt diszjunktiv
normélformékra hozzuk, és utébbiak tagjaira az M operatorokat disztribuéljuk.
(Ha a mag kontradikeid, akkor persze a hozzdtartozé M,-primformulat -val
helyettesitjiik.) fgy megkapjuk a formula M;-atomjait is. Amit eddig elmond-
tunk, azt az M;-rendszerben is alkalmaztuk.

Most flgyelembe vessziik azt a tobbletet, amit az M,-rendszer ad. Atté-
riink az M,-primformuldkra, dsszeszedjiikk a magjaikban elofordulo olyan g¢,,
g5 - - ¢ Kijelentésatomokat, amelyekre nem vonatkozik (a magon beliil)
M operator, tovabbd a magokban szerepld osszes kiilonbsz6 M,-atomokat is,
legyen ezek listdja a;, a,, . .., a;. Most minden egyes M —magot perfekt disz-

junktiv normélformara hozunk ql, c o Qi Ay @ folott (tehat itt az M;-ato-
mokat és a kijelentésatomokat egyenranguakkent kezeljiik), majd a kapott
forma diszjunkecids tagjaira az M operatort disztribudljuk. Ha valamelyik M,-

- mag kontradikciénak bizonyulna, akkor az 6t tartalmazé M,-primformulat is
h-val helyettesitjiik, az (M3) elv alapjin. Eredményként Gn. M,-atomokat
kapunk; ezek Mo alakil formuldk, ahol « olyan elemi kon]unkcm melynek
tagjai kijelentésatomokon és negalt]alkon kiviil M,-atomok és ezek negaltjai
(a kl]elentesatomok esetleg hidnyozhatnak is).

Az igy prepardlt formuldban tnalléan kell értékelni: (a) mindazokat a
kijelentésatomokal, amelyekre M operédtor nem vonatkozik, (b) mindazokat

766



az M,-atomokat, amelyek M,-atomokban nem fordulnak el§, (c) valamennyi
M,-atomot. De itt is figyelembe kell venniink az (M,) elvet, vagyis azokat a
korldtozasokat, amelyeket az M,-rendszer értékelési utasitasdban (c) és (d)
alatt foglaltunk ossze, csakhogy ezeket most az M,-atomokon kiviil még az
M,-atomokra is kell — értelemszertien — alkalmazni.

fgy, meglehetSsen bonyolult és faradsdgos titon, az M,-rendszer formulai
is értékelhetSk, kovetkezésképpen a rendszer tautoldgidi és helyes kovetkez-
tetései mechanikus vizsgdlattal felismerhet6k.

Az elmondott bdvitési eljaras az M,-rendszerre megismételhets, igy jut-
hatunk az M,-rendszerhez, s i.t. Kovetkezésképp nincs akadalya olyan for-
muldk s kovetkeztetések vizsgdlatdnak, amelyekben az M (vagy az N) ope-
ratornak barmilyen magas iteracidja eléfordul. Az ilyenfajta bonyolitis lénye-
ges elvi bonyolultsigot nem eredményez, csupan a kiszdmités technikaja valik
hosszabbé. Az elektronikus szamolégépek kordban azonban ez sem jelent le-
kiizdhetetlen akaddlyt: egy gépies kiszamitési eljarast mindig lehet gépesitens is.
(Mas kérdés, hogy megéri-e a munkat; ez nyilvan az alkalmazastdl figg.)

Kiszdmitasi példat az M,-rendszer formuldjira vonatkozéan nem mu-
tatunk be; a legegyszer{ibb nemtrivialis példa is til terjedelmes lenne.

Természetesen vetddik f6l a gondolat, hogy szlikség van-e egyaltalan az
M,-rendszerre (és a még magasabbakra)? Vajon mést jelent-e példaul MMp,
mint Mp ? Ez felfogas, vagy inkabb alkalmazds kérdése: el6fordulhat, hogy nem
kell 8ket megkiilonboztetniink, de bizonyos koriilmények-kozott elGfordulhat
az i, hogy igen. Ha az ut6bbi eset 4ll fonn, akkor az M,-rendszert kell hasz-
nélnunk, ha nem, akkor egy egyszerlibb rendszerrel is kijohetiink (ezt aldbb
bemutatjuk).

Eléfordulhat azonban pl. az M 71 Mp kombinacié is (lehetséges, hogy p
lehetetlen), és még kérdésesebb, hogy ez pdtolhaté-e TMp-vel, hiszen az utébbi
lényegesen erdsebbet allit.

Tovabbi probléméat jelent pl. a M(Mx A f) alakd formulak kezelése: ezek
nem vezethetSk vissza MMx A Mg alakit formuldkra, hiszen az M operator a
konjunkeiéra nézve nem disztributiv.

Mindenesetre érdemes 4ttekinteni azt a formalis rendszert, amelyben
ezek a redukciék szabadon elvégezhet6k, hiszen véarhaté, hogy lényegesen
egyszer{ibb és konnyebben kezelhet lesz, mint a magasabbrend{i M-rendszerek.

Redukdalt alethikus modalitdsok

Az MM operator M-re redukaldasinak lehetGségét tigy biztosithatjuk,
hogy az M,-rendszerben az (M1) — (M4) elvekhez folvessziik még a kovet-
kez6t is:

. (M5) A redukcid elsé elve: Ha lehetséges, hogy egy kijelentés lehetséges,
akkor a sz6ban forgé kijelentés lehetséges.

Az M,-rendszernek ezt a blvitését nevezzitk Mj-rendszernek.

Az M;-rendszerben az .

MMp — Mp

formula tautoldgia, hiszen a preparicié sordn egyetlen M,-atomnak Mp, egyet-
len M,-atomnak MMp bizonyul, ha viszont MMp-ti-re értékeljiik, akkor (M5)
szerint Mp-t is ¢-re kell értékelniink, kovetkezésképp az implikdcié semmilyen
értékelésre sem lesz hamis.
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A megforditasa, ti.
. Mp - MM]),

mar az M,rendszerben is tautoldgia, hiszen ha Mp-t i-re értékeljiik, akkor
(mar (M4) szerint!) MMp-t is i-re kell értékelniink.
fgy az M, rendszerben
MMp —~ Mp

tautoldgia, vagyis masszéval, az MMp és az Mp formuldk egyenértékiiek. Ko-
vetkezésképp az értékelést el6készit§ prepardci6é soran az MMux alaki M,-ato-
mok Mg« alaki M;-atomokkal pétolhaték, ami a kiszdmitdst mar lényegesen
egyszerfisiti. Megmaradnak azonban az M 11 Mx alakd és az M(Mx A B),"ill.
M( TMx A ) alakd atomok.

Megijegyezziik, hogy az M;-rendszer egy nevezetes tautologidja:

- NNp — Np.

Eszerint az iterdlt N-operdtor is redukalhaté. Csak a vegyesen eléforduld
moddlis operatorok maradnak redukalatlanok, ugyanis NMp ugyanaz, mint
M 1 Mp, és-ebben M 1 Mp nem redukilhaté; hasonléan MNp ugyanaz,
mint M 7T M 71 p, tehat M 1 Mx alakt (x helyén "1p-vel), igy nem redukalhatoé.
A vegyes operatorok redukaldsihoz elég a kovetkezd elv:

(M6) A redukcié mdsodik elve: Ami lehetséges, az szitkségszerfien Jehet-
séges.

Az (M5) — (M6) elvekkel kib§vitett M,-rendszert nevezziik. Mj-rend-
szernek. Ebben a rendszerben az

formula tautolégia, hiszen ha Mp igaz, akkor (M6) szerint NMp is igaz, igy
formuldnk a hamis értéket nem veheti f6l. A forditott irdnyd implikécid, ti.

-~ NMp — Mp,
mér az M,-rendszerben tautolégia. Ezért M}-ban az
Mp — NMp

formula tautolégia, NMp és Mp egyenértékiiek. fgy az NM operitor redukal-
haté M-re. :

Ebbdl méar kézvetleniil adédik, hogy M 1 Mp és TMp is egyenértékiiek.
A rendszer tovabbi nevezetes tautoldgii:

MNp e Np, MM]) had NMp, MN]) g NNp, P — NMp.

2

Ezek mutatjak, hogy els§ latszatra eléggé artatlannak tlind bévitésiink nagyon
is vitathaté konzekvencidkhoz vezet: elmossa a kiilonbséget a posszibilisan
szilkségszerti, a sziikségszeri és a sziitkségszertien sziikségszerit k6zott, a posszi-
bilisan lehetséges, a lehetséges és a sziikségszerlien lehetséges kozott. Mind-
amellett ez a rendszer hasznos lehet olyan esetben, amikor az emlitett finom
megkiilonboztetések szerepe elhanyagolhat6.

Viszont (M6) folvétele a kiszdmitasi eljardst nagyon megkonnyiti. Ki-
mutathaté ugyanis, hogy tetszdleges o és § formulakra

M(Mx A 8) < (Mx A MB) és M(TMx A §) — (1Ma A MB)
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tautoldgiak az M, rendszerben. Ezek alapjan M disztribuélhaté minden olyan
konjunkciéra, amelynek legalabb egy tagja Mx vagy 1Max alaki. Ennek alkal-
mazasaval az M,-atomok teljesen kikiiszobolhetSk; a preparalt formuldban
mar csak M, _atomok lesznek. fgy prepardlas utdn az értékelés vigy megy,
mint az M -rendszerben, tehdt viszonylag egyszerti médon.

Meg]egyezzuk hogy (M6) folvétele (M5) folvételét foloslegesse teszi:
a mdsodik redukcics elvnek az elsé kiévetkezménye. Ennek formdlis klmutatasat
itt mell6zziik.

Az M;, M, ... rendszerek redukciéjahoz (M6) folvétele tel]esen elegen-
d6. Ugyanis: ahogyan (M6) segitségével az M,-formulak M,-formuldkka,
tehat eggyel alacsonyabb rendszdmuva transzformélhatdk ugyanigy az M,-
formulék is M(,,_,)formulédkba redukalhaték (n>2). Ezt addig ismételhetjiik,
amig M,-formuldkhoz nem jutunk. (Vildgos, hogy itt az eljards megakad:
a modélis operatorok teljes kikiiszobolésére (M6) nem ad lehet&séget.)

fgy ha a redukcié mésodik elvét elfogadjuk, az osszes alethikus de dicto
modalitdst az M;, M,, . . ., M,,, . . . rendszerek helyett egyetlen M* rendszerben
tanulmanyozhatjuk. E rendszer formuldi kijelentésatomokbdl (p, ¢, 7, ...
bettikb6l) a kijelentéskalkulus operdtorainak és az M-operatornak minden
korlatozas nélkiili (véges sokszori) szabalyos alkalmazasaival épiilnek f6l;
a rendszer értékelési eljarasat az (M1) — (M4), (M6) elvek alapozzik meg.

Ha (M6) helyett csak az enyhébb (M5)-6t fogadjuk el, akkor a maga-
sabbrendli modalitasokbdl csak az azonos operatorok iteraci6jat tudjuk redu-
kélni, a vegyesen el6fordulékat nem. A kiszdmitasi eljirds valamivel egysze-
riisédik, de az M,-atomokon kiviil M,-atomok vagy még magasabbrendtiek is
folléphetnek.

Végiil ha (M5 )-6t sem tartjuk elfogadhaténak, akkor a finomabb dis-
tinkcidkat lehet&vé tevd, de lényegesen bonyolultabban kezelheté M;, M,, . . .,
M,, . .. rendszereket kell hasznalnunk.

Az alethikus modalitds axiomatizdldsa

Ismeretes, hogy a kijelentéskalkulusnak Gn. axiomatikus folépitése is
lehetséges. Egy ilyen f6lépités egyik lehetséges menete pl. a kovetkezd.

Felsoroljuk a hasznalt jeleket, a formulaképzési szabalyokat. (Kz ugyan-
gy megy lényegében, mint a nem-axiomatikus, értékels f5lépitésben.)

Megadunk néhany tautoldgit, ezeket nevezziik axidmdknak.

Megadunk néhdny olyan formula-dtalakitési szabélyt, amely tautold-
gidkra alkalmazva tautolégidkat eredményez; ezeket a szabalyokat levezetés:
szabdlyoknak nevezziik. A levezetési szabalyok részben a kijelentéskalkulus
bizonyos helyes kovetkeztetési eljardsai.

A megfelel6en valasztott axiémakbdl a megfelelGen vilasztott levezetési
szabdlyok elég sokszori alkalmazésaval a kijelentéskalkulus minden tautolégi-
aja el8allithatoé, levezethets. Rendszerint az aldbbi levezetési szabélyokat
szokas megadni:

(a) Helyettesités. Egy formulaban szerepl§ valamelyik betdi helyére,
minden elSforduldsdban, tetszéleges formulat tesziink (persze mindeniitt
ugyanazt a formulat). Ha a kiindul6 formula tautolégia, akkor az eljaras ered-
ményeként kapott formula is az. A helyettesitett betli egy értékelésben ugyanis
lehet igaz vagy hamis — a formula értéke, mivel tautolégia, mindkét esetben
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igaz —, de a helyettesitd formula sem vehet £51 més értéket, mint az igazat és a
hamisat.

(b) Levdlasztds. Adott  és « — f alaka formuldkboél a B formula elgalli-
t4sdt jelenti. Ha o és &« — B tautoldgia, akkor g is az; ez az implikaciéra vonat-
koz6 értékelési szabaly kozvetlen kévetkezménye.

A kijelentéskalkulus axiomatizalasahoz hasonléan az alethikus de dicto
modélis kalkulus is axiomatizdlhaté. Az axiomatikus folépitéshez célszerti a-
formula értelmezését mindjart gy megadni, hogy az akérhdnyadfoki M-
rendszer formulai is szerepeljenek benne. (Ugy, mint az M*-rendszer formulai-
nak definialasakor tettiik.). Axidmaknak és levezetési szabalyoknak folvessziik
a kijelentéskalkulus egy axiémarendszerének axiémait és levezetési szabalyait,
majd ezeket kib&vitjiikk olyan axiémékkal és levezetési szabdlyokkal, amelyek
Iényegében az (M1) — (M6 ) elvek formalizalt megfelelSi. Egy ilyen lehetséges
bévités pl. a kovetkezd:

Pétaxiémak:

p — Mp. (Az ,igaz’ posszibilitdsdnak elve: (M4).)

M(p V q) - (Mp V Mg). (Az M-disztribucié elve: (M1).)

Ha az iterilt modalitdsokat részben vagy egészben ki akarjuk kiiszobdlni,
akkor az aladbbi axiéméak egyikét is £61 kell venniink:

MMp — Mp. (A redukcié els§ elve: (M5).)

M 1 Mp — TMp. (A redukecié masodik elvét, (M6 )-ot helyettesiti.)

Levezetést potszabdlyok : :

Az a < B formuldbél az Mo <~ MB formula elSdllitdsa. (Ha az els§ tauto-
16¢gia, akkor (M2) szerint a masodik is az. Ez a szabaly tehdt az M-extenzio-
nalités elvének megfelelGje.)

Az o formuladbél az No formula el6allitasa. (Ha az elsé tautolégia, akkor
(M3) szerint a mésodik is az. Ez tehat a tautolégia sziikségszeriisége elvének
megfelelGje.)

Bizonyithat6, hogy ez az axiémarendszer az alethikus de dicto kalkulus
adekvdt leirasa: egy formula benne akkor és csak akkor vezethet§ le, ha tauto-
légia. A tautolégia fogalmit persze itt haromféle értelemben kell venniink
aszerint, hogy redukcids axiémat vagy egyaltaldn nem vesziink fol, vagy az
enyhébbet veszsziik fol, vagy az erSsebbet vessziik fol (amelybé’l az enyhébb
egyébként levezethets). Az elsG esetben az értékeléshez (M5) és (M6) nem
hasznélhaté, a mésodik esetben (M5 ) hasznalandé, de (M6 ) nem, a harmadik
esetben (M6 ) is hasznalandoé.
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Az alethikus de re modalitds

)

Ez a modalis elmélet hasonlé b8vitéssel keletkezik az osztilyalgebrabdl,
mint az alethikus de dicto elmélet a kijelentéskalkulusbél. Targyat tgy jelol-
hetnénk meg, hogy a szitkségszerdl, lehetséges, véletlen és lehetetlen tulajdonsidgok-
kal foglalkozik.

Ha P egy tulajdonsag, akkor MP-vel jeloljiik azt a tulajdonsdgot, amely-
lyel univerzumunknak azok és csak azok az elemei rendelkeznek, amelyekre
nézvelehetséges, hogy rendelkeznek a Ptulajdonsidgokkal. (MP terjedelmébe tehét
azok a dolgok tartoznak, amelyekrél nincs eleve kizidrva, hogy P-tulajdonsa-
giak.) Tovabb4d NP jelolje azt a tulajdonsigot, amellyel univerzumunknak
azok és csak azok az elemei rendelkeznek, amelyek sziikségszerdien P-tulaj-
donségtak. LMP nyilvin azt a tulajdonsigot jeloli, amelynek terjedelmébe
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tartozé dolgok sziikségszertien nem-P-tulajdonsiguak, vagyis amelyekre le- -
heteilen, hogy P-tulajdonsaguak legyenek. Végiil az MP N M L P tulajdonsig
terjedelmébe azok a dolgok tartoznak, amelyekre nézve a P tulajdonsag vélet-
len. (Az osszefuggéseket a 3. és 4. dbra szemlélteti.)

)
U ——
NI
[ Mp  E=Mep
FEE MP ~ MLP
3. dbra 4. dbra

Az N operator itt is kikiiszobolhet6: NP = L M L P.
A de dicto-elméletben az értékelés alapjaul szolgdlé (M1) — (M6)
itteni megfelel6i:

(M1’) M(P U@) = (MP UMQ).

(M2’) Ha I' = A, akkor MI' = MA.

(M3’) Ha I'= U, akkor NI'=T = U.

(M4’) P mindig része MP-nek.

(M5 ) MMP = MP.

(M6’) MP = NMP.

Az els6 négy elv elfogadisa eléggé természetes, és talan itt, a de re-elmé-
letben, még a redukcids elvek is elfogadhatébbaknak tiinnek, mint a de dicto
‘elméletben. :

Latjuk, szerkezetét, szintaxisit tekintve az alethikus de re modalités
semmiben sem kiilonbozik az alethikus de dicto modalitastél. fgy a de dicto-
elméletben kifejtett formalis rendszerek (M,, M,, ..., Mj, M¥, M*) analo-
gonjai itt is felépithetSk; ezek részletezése semmi érdekeset nem nyujtana.

Néhany szét az alethikus de re-elmélet alkalmazasi lehet8ségeir6l.
A ’sziikségszerli’ és a ’lehetséges’ szavak értelme alapjan az NP, P és MP tulaj-
donsigok terjedelmét tigy képzeljiik el, ahogyan a 3. dbra mutatja: NP része
P-nek, P része MP-nek. Kérdés, hogy ha egy rogzitett P tulajdonsigot vesziink,
akkor fonndllhat-e az, hogy egyrészt NP valddi és nem dires része P-nek (azaz
hogy vannak olyan dolgok is, amelyek sziikségszerien P-tulajdonsagiak, és
olyanok is, amelyek P-tulajdonsigtiak, de nem sziikségszerfien), mésrészt
P valodi része MP-nek és egyben MP nem az univerzdlis tulajdonsig (azaz hogy
a nem-P-tulajdonsiga dolgok kozott vannak olyanok is, amelyek lehetnének
P-tulajdonsagtiak, és olyanok is, amelyek nem is lehetnének)?

Egyeslogikusok — bizonyéara némilogicista befolyédsra? — azon a véleményen
“vannak, hogy ez az eset nem fordulhat eld. Szerintiik a tulajdonsigok két osz-
talyba sorolhaték: a formdlis vagy logikai tulajdonsigok és a materidlis vagy

2 Az olvasé figyemébe ajénljuk, hogy a logicizmus nem azonos a logisztikdval.
El6bbi filozéfiai irdnyzat, utébbi szaktudomény: azonos a matematikai logikdval.
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leiré tulajdonsigok osztilydba. Ha P formalis tulajdonsig, akkor NP = P =
= MP, ha viszont P materialis tulajdonsig, akkor NP = @ és MP = U, tehat
az univerzum minden eleme posszibilisan P-tulajdonsagi, de egyetlen eleme
sem sziikségszertien P-tulajdonsigt. Igy az alethikus de re modalitds alkal-
mazasanak csak olyan univerzumon van értelme, amelyen formalis és materia-
lis tulajdonsagok egyarant definialtak.

Formalis tulajdonsigon olyan tulajdonsigot értenek, amely az univer-
zum és a tulajdonsig definiciéjanak birtokdban az univerzum barmely elemére
a priori eldonthets. Tgy pl. ha az univerzum az egész szdmok halmaza és P a
’péaros szdmnak lenni’ tulajdonsag, akkor P formélis tulajdonsag, mert barmely
konkrét egész szam fogalmaban mar benne van, hogy péaros-e vagy sem. A ma-
tematikai tulajdonsagok altaldban formalisak.

A materidlis tulajdonsagok viszont csak a posterior: donthetSk el. PI
anyagi targyak egy univerzuméan a ’vasbél valé’ tulajdonsdg materislis; hogy
az univerzum valamely eleme rendelkezik-e vele, dltaldban csak a széban forgé
elem konkrét vizsgélataval donthets el. .

Ez a felfogis valéjaban egyszer s mindenkorra definidlja az MP és NP
tulajdonsagokat, igy:

NP — P, ha P form4lis tulajdonsag,
B 0 egyébként (azaz ha P materidlis tulajdonsig);
és ‘
MP — P, ha P formélis tulajdonsag,
U egyébként (azaz ha P materialis tulajdonsag).

Viszont ez a felfogis mesterséges gitat emel az alethikus de re modalités
alkalmazésai elé. A gyakorlatban hasznosabb lehet alkalmi kritériumokkal
megkiilonboztetni az MP, P, NP tulajdonsigokat. Ilyen megkiilonboztetés
lehet8ségét egy példaval illusztriljuk.

Legyen univerzumunk mondjuk egy véaros lakdinak Gsszessége, és P az
‘anya’’ tulajdonsag. Akkor MP terjedelmének tekinthetjiikk pl. a vérosbeli
ivarérett nék Osszességét, NP terjedelmének pedig a véros azon nélakdinak
Osszességét, akiknek személyi igazolvanyuk taniskodik arrdl, hogy gyermekiik
van. Ebben az esetben NP, P és MP tobbnyire killonboz6 terjedelmiiek lesznek.

Mindenesetre az alkalmazhatésig sokkal szélesebb skaldjara latszik
lehetGség, ha az M és az N operator jelentését nem definidljuk egyszer s min-
denkorra, hanem a konkrét esetekben prébalunk rajuk olyan alkalmi kritériu-
mokat talalni, amelyek még osszeegyeztethetSk az eldontési kalkulust megala-
pozé elvekkel.

Folyt. kév.

MOJOAJIbHBIE JIOTUKHY 1
Hwmpe Pyxuca

B cTarbe aBTOp 3HAKOMUT YUTATENS] C MATEMATUKO-JIOTMYECKHMU CUCTEMAMH MOJAJIbHBIX
JoruK. VianokeHue cienyer mo cyuiectBy meropy Wright-a, mOCKONbKY OTAENbHBIE MOJAJIb-
Hble KaJIbKYJIyChbl CBSI3bIBAIOTCSI C OLEHMBAIOLIEH CHCTEMOH KasbKyJyca 3asiBJIEHHs], a TakiKe
KJIaCCOBOH anre0pel, IpUYeM OLIEHUBAIOWIKH NpHeM — ¢ U30paHMeM COOTBETCTBYKILMUX MOCTY-
JIATOB — PACMpPOCTPAHSIETCS HA pacCuUIMpeHHYIo cucTemy. B pabore KpaTKO M3/araercst Tarke
M OCHOBHASI MbICJIb AKCHOMATHYECKOr0 NOCTPOEHUsST OTAENbHBIX CHCTEM.
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B Hacrosimei, nepBOi yYacTH CTAaTbU — MOCJe TOro, Kak ObuIo AaHO He-popmajbHoe
H3JI0)KeHHe MOHSTHUSI MOAAJIBHOCTY — B KpaTkoH M 0000mmeHHOH popMe yNOMUHAIOTCS Te dJe-
MEHTBI KaJIbKyJyca 3asiBJIeHHsI M KJ1aCCOBOH anreGpbl, KOTOPHIE UCIIONB3YIOTCS B NIOCTERY OLIEM
paccyxjeHun. [lanee aBTOpP 3HAKOMUT YMTATeJsi ¢ OLEHUBAIOLIMM IMOCTPOEHHEM aJIeTH4eCKOH
MozianbHOM Teopun de dicto. ABTOp OCTaHABNIMBAETCS TaK)Ke HA IpobiemMe peIyKLUMU BHICIINX
(UTepaTHUBHBIX) MOJAJLHOCTEH, 3aTeM H3JIaraeT OCHOBbI AKCHOMATHYECKOTO NMOCTPOEHMST ajieTH-
4ecKo# cucTembl. B sarioueHue mepBOll yacTH KPAaTKO M3NAraercst ajeTHyecKasi MoOJalibHast
Teopust de re.

H3no)keHre MOC/eyOINX MOAAJIbHBIX TeOpUH OyaeT JaHO BO BTOPOH yacTh paboThl.

MODAL LOGICS I
by I. Ruzsa

On a popular level the paper introduces the mathematical logical system of modal
logics. The presentation is essentially based on the method of Wright since the author
joins the different modal calculi to the evaluative system of class algebra resp. of
propositional caleulus and extends the evaluative procedure with the help of adequate
postulates to the expanded system. He briefly treats the basic idea of the axiomatic
structure of the different systems.

The first part of the paper gives an informal discussion of the concept of modality,
then briefly summarizes the elements of propositional calculus and class algebra applied
in the paper. Then the author describes an evaluative system of alethic de dicto modal
theory. He outlines the problem of reduction in the iterated modalities and the bases of
the axiomatie system of alethic logic. The last topic of the first part is a brief review
of the athletic de r¢ modal theory.

The second part of the paper discusses additional modal theories.
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